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Naboj Junior XII. ro¢nik 22. 11. 2024

Ahojte,

prave sa Vam do ruk dostala brozurka zadani a rieseni tloh stutaze Naboj Junior 2024. Naboj Junior
je matematicko-fyzikalna sutaz pre Stvorclenné timy ziakov druhého stupna zakladnych skol a ziakov
primy az kvarty osemro¢nych gymnazii. Sutaz trva 120 minit, pocas ktorych sa timy snazia vyriesit
¢o najviac uloh zameranych nie len na znalosti z matematiky a fyziky, ale aj na schopnost pristupovat
k tloham inovativne a s dovtipom.

Diia 22. novembra 2024 prebehol 12. ro¢nik Nédboja Junior. Na Slovensku sa tento rok zicastnilo sitaze
skoro 430 timov. Naboj Junior prebehol v 60 mestach na Slovensku, v Cesku, v Pol'sku a v Rakisku.
Stcasne sa sttaz konala v online verzii v Belgicku, Holandsku, Chorvéatsku a Spanielsku.

V slovenskych mestach je stitaz organizovana sikovnymi stredoskoldkmi, ktori venuji svoj ¢as a energiu,
aby umoznili mladsim Ziakom z regiénu zasutazit si a preverit svoje vedomosti. Cielom Naboja Junior
je rozvijat nadanie deti v oblasti matematiky a fyziky a ukézat Sirokému spektru ziakov, Ze prirodné
vedy ukryvaji mnoZstvo zaujimavosti, vyziev a prilezitosti. Dalsim cielom je rozvijanie organiza¢nych
schopnosti stredoskolédkov, ktori maju pocas pripravy sutaze moznost na vlastnej kozi zazit zabavné,
ale aj naro¢né aspekty prace v time.

Sttaz Naboj Junior vznikla ako spoloény projekt ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten a koreSpondenéného
semindara MFF UK Vyfuk. Clenovia organizacii si vysokoskolski studenti Fakulty matematiky, fyziky
a informatiky UK v Bratislave a Matematicko-fyzikalni fakulty UK v Prahe, ktori sa snazia o rozvoj
nadania Studentov a zvySenie zaujmu o prirodné vedy.

Tesime sa na Vas budici rok,

0. z. Trojsten
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Uloha 1 ... Tajny dennik

Patrik prave dopisal prva ¢ast svojho velmi tajného dennika a teraz ho chce zamknit do trezora, aby si
ho nikto nemohol precitat. Chce pouzit zamok, ktory si kupil pred par rokmi, no zabudol 3-ciferny kod,
ktorym sa da zamok otvorit. Patrik vie vyskusat jeden kod kazdé 3 sekundy. Kolko minut bude Patrikovi
trvat vyskusat vSetky mozné kody?

Viysledok: 50

Riesenie: Ako prvé ndjdime pocet vSetkych moznych 3-cifernych kédov. To budia vietky kody od 000 do 999,
¢o nam da dokopy 1000 moznosti. Vyskusat jednu z nich bude Patrikovi trvat 3 sekundy, ¢ize vyskasat ich

1000 mu bude trvat 3 - 1000 = 3000 sekind, ¢o je 230° = 50 mintit.

Uloha 2 ... Rekonstrukcia podlahy

Anicka opravuje podlahu vo svojom byte. Preto si kupila niekolko dosiek z dubového dreva s hustotou
600kg/m3. S réznymi pomockami odmerala rozmery jednej takejto dosky a zistila, Ze jej dlzka je 0,8 m, jej
Sirka je 12,5cm a jej hrubka je 15 mm. Ak4 je hmotnost tejto dosky v gramoch?

Vysledok: 900

Riesenie: Zactnime premenou jednotiek na zékladné jednotky. Vieme, Ze 12,5 cm je 0,125 m a 15 mm je 0,015 m.
Teraz vieme jednoducho najst objem jednej dosky vynésobenim vSetkych troch jej rozmerov. To ndm da
objem 0,8m - 0,125m - 0,015 m = 0,0015 m3. Aby sme zistili, kol'ko doska vazi, potrebujeme vynasobit tento
objem jej hustotou, €0 nam da hmotnost 0,0015m? - 600 kg/m? = 0,9 kg. Nasou odpovedou ma byt hmotnost
v gramoch, teda 0,9kg = 900g.

Uloha 3 ... Magicky trik 1

Pal'ko chce predviest kamaratom magicky trik s jeho balickom 6 kariet o¢islovanych 1, 2, 3, 4, 5 a 6. Tento
trik zac¢ina vyloZzenim v8etkych Siestich kariet do jedného radu vedla seba na stél. Aby tento trik fungoval, je
nutné, aby rozdiel ¢isel na kazdych dvoch susednych kartach bol vacsi nez 2. Kolko roznych zoradeni kariet
vie Palko vytvorit, aby splnil tito podmienku?

Vijsledok: 2

Riesenie: Viimnime si, Ze pre karty 3 a 4 mame iba jednu kartu s hodnotou ligiacou sa o viac ako 2. Pre 3 je
to 6 a pre 4 je to 1. Karty 3 a 4 kvoli tomuto moézu mat vedla seba iba jednu dalsiu kartu, ¢o nastane, len ak
ich polozime na zaciatok alebo koniec celého radu. Cize mozné zoradenia musia vyzerat takto:

BERENEDN
AREEEE

Navyse vieme, ktoré karty musia byt vedla 3 a 4, ¢iZze mozeme doplnit zoradenia ako:

BONNEN
(4]l e8]

Zostavaju nam iba ¢&isla 2 a 5. Vidime, Ze v oboch zoradeniach je iba jedna mozZnost, ako ich vieme ulozit
na prazdne policka. Dostavame tak zoradenia 3, 6, 2, 5, 1, 4 a 4, 1, 5, 2, 6, 3 ako jediné 2 mozZnosti, ktoré
splhaji dant podmienku.

[3]l][2][5][x]/4]
[4][1][s]2e3]
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Uloha 4 ... Tréning medzi brezami

Danka a Janka bezia po brezovej ulici, kde je vysadenych 10 briez. Vzdialenosti medzi kazdymi dvoma
susednymi brezami st rovnaké. Danka za¢ne beZat pri 1. breze a pokracuje nasledovne: bezi k 2. breze a naspat
k 1. breze, potom k 3. breze a naspit k 1. breze, potom k 4. breze a naspét k 1. breze, a tak dalej, az kym
nakoniec neprebehne k 10. breze a naspét k 1. breze.

Janka robi nie¢o podobné, ale za¢ina pri 10. breze a beZi k 9. breze a naspét k 10. breze, potom k 8. breze
a naspat k 10. breze, a tak dalej, az kym nakoniec neprebehne k 1. breze a naspét k 10. breze.

Obe diev&ata bezia rovnakou rychlostou a za¢nt bezat v ten isty moment. Kolkokrat sa pocas tohto behu
stretna?

Vysledok: 10

Riesenie: KedZe dievéata bezia rovnakou rychlost, dostat s k 2. breze bude Danke trvat rovnako dlho, ako
bude Janke trvat dostat sa k 9. breze. Toto bude platit aj pre vSetky nasledujiice brezy — dievéata budua
naraz pri 3. a 8. breze, naraz pri 4. a 7. breze, naraz pri 5. a 6. breze, atd. Avak, ked uZ nastane situécia, Ze
Danka zrovna bezi k breze s vyssim ¢islom ako Janka, stretnt sa po prvy raz. Preto kym je Danka na ceste
k 6. breze a Janka na ceste k 5. breze, stretnt sa prvykrat. Navyse sa Danka a Janka stretnt eSte raz pocas
cesty naspat od tychto briez. KedZze od tohto momentu bude Danka vzdy bezat k breze s vyssim &islom ako
Janka, dievéata sa strent dvakréat pre kazdu d'alsiu brezu, ku ktorej pojdu. Dokopy je takychto briez 5 (pre
Danku 6. az 10. breza, pre Janku 5. az 1. breza), ¢ize sa dokopy stretna 5 - 2 = 10 raz.

Uloha 5 ... Vasnivy zavodnik

Samko je profesionalny vodi¢ pretekarskeho auta. KedZe jeho auto hrdo nosi &slo 181, snazi sa Samko zachytit
vSetky momenty, kedy jeho auto preslo pocet kilometrov, ktory je nasobkom ¢isla 181. Dnes Samko zacal
Soférovat, ked auto ukazovalo 32 768 najazdenych kilometrov. To je o 7 kilometrov viac ako minuly nasobok
Cisla 181 (ktory je 32761). Samko chce teraz Soférovat auto tak, aby moment, ked auto najblizsie ukaZze pocet
kilometrov, ktory je nédsobkom ¢isla 181, nastal o presne 2 hodiny. Akd musi byt Samkova priemerna rychlost
v kilometroch za hodinu, aby sa mu to podarilo?

Vysledok: 87

Riesenie: Vieme, Ze rozdiel medzi kazdymi dvoma nasledujiicimi ndsobkami n je n. Teda rozdiel medzi dvoma

nasledujticimi nasobkami 181 je 181. V zadani je napisané, Zze minuly nasobok ¢&isla 181 bol 7 kilometrov

dozadu. Nasledujici nasobok ¢isla 181 tak bude o 181 — 7 = 174 kilometrov. Vieme, Ze Samko chce prejst

tychto 174 kilometrov za presne 2 hodiny. Jeho priemerné rychlost poc¢as tychto dvoch hodin preto musi byt
_ 174km _

v = G5 = 87km/h.

Uloha 6 ... Meta klamar

Matko ma obltibené &islo. Vytvoril Sest vyrokov o tomto &isle a kazdému vyroku priradil ¢islo. Tri z tychto
vyrokov boli pravdivé a tri boli nepravdivé. Tieto vyroky si:

Je to zlozené ¢&islo.

Je to neparne d&islo.

Je to ¢islo mensie ako 30.

Je to jednociferné ¢&islo.

16. Na mieste jednotiek ma toto &islo cifru 9.
32. Je delitelné ¢islom 5.

S PPN

Matko hovori, Ze jeho obltibené ¢islo je stuctom &isel priradenych tym trom tvrdeniam, ktoré st pravdivé. Aké
je Matkovo obltbené ¢islo?

Vysledok: 35
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Riesenie: Pozrime sa najprv na prvy vyrok. Predpokladajme, Ze je nepravdivy. To by znamenalo, ze Matkovo
¢islo je bud 1, alebo prvoéislo. KedZe priradené ¢isla stu kladné a sucet troch kladnych celych &isel nikdy nie
je 1, Matkovo obl'tabené &islo nie je 1. TakZe musi byt prvoéislom. AvSak, muselo by tieZ byt sti¢tom troch
z Cisel 2, 4, 8, 16, 32. Tie su vSak vSetky parne, rovnako teda bude parny aj ich siicet. Tento stcet prirodzene
nemdze byt 2, ¢ize tento sicet bude parne ¢islo, ktoré nie prvocislom. Tym sme dostali spor, ¢o znamena, ze
prvy vyrok je uréite pravdivy.

Prvé tvrdenie je jediné tvrdenie, ktorého ¢islo je nepéarne. Z tohto dévodu bude aj stcet troch pravdivych
tvrdeni neparny, ¢ize druhé tvrdenie musi byt pravdivé. Ostava uz len néjst aj tretie pravdivé tvrdenie.
Pozrime sa na tvrdenie s ¢islom 4. Ak by bolo tretim pravdivym tvrdenim, Matkovo oblibené ¢islo by bolo
1+2+4+4=7. Ale v takom pripade by bolo pravdivé aj tvrdenie ¢islo 8, takZze by sme mali Styri pravdivé
tvrdenia. Taka situdcia nemdZe nastat, ¢ize tvrdenie ¢islo 4 musi byt nepravdivé. Matkovo obltibené éislo tak
musi mat hodnotu aspon 30. Jediny spdsob, ktorym vieme toto docielit, je, Ze vyrok ¢islo 32 bude pravdivy.
To by sposobilo, Ze obltbené ¢&islo by bolo 1+ 2 + 32 = 35.

Je jednoduché skontrolovat, Ze pre ¢islo 35 si pravdivé préave tie tvrdenia s ¢islami 1, 2 a 32. Teda ¢islo 35 je
naozaj Matkovo obltbené &islo.

Uloha 7 ... Elegantny problém

Misko je velmi elegantny. Preto je prenho velmi délezité, aby pri skisani svojho oblecenia videl aj na svoje
topanky. Kupil si teda nové obdlznikové zrkadlo, ktoré chce teraz zavesit na stenu takym spoésobom, aby
v iom videl svoje topanky stojac vo vzdialenosti 120 cm od zrkadla. Jeho o¢i st vo vyske 160 cm nad zemou.
Uvazujte, Ze jeho topanky si vo vyske 0 cm. Ak4 je najvyssia mozné vyska nad zemou v centimetroch, v ktorej
moze byt spodné hrana zrkadla?

Pozndmka: Uvazujte, Ze zrkadlo nemd rdm.

Vysledok: 80

Riesenie: Vieme, Ze musi existovat taky 14¢ svetla, ktory prejde z Miskovych topanok k zrkadlu takym
sposobom, Ze sa odrazi do Miskovych o¢i vo vyske 160 cm. Musime si uvedomit, ze aj Migkove nohy, aj jeho
o¢i st v rovnakej vodorovnej vzdialenosti od zrkadla. Taktiez si spomefime, Ze ked 1u¢ dopadne na plochu
zrkadla, uhol jeho dopadu sa bude rovnat uhlu jeho odrazu. MéZeme teda nakreslit takyto obrazok:

Uhly a a 8 st zhodné. Preto aj vzdialenosti a a b buda zhodné. DélezitejSie vsak je, Ze vysky hg a hg, ktoré lac
nastiipa, budua zhodné. Kvoli tomu bude miesto, kde sa 1a¢ odrazi od zrkadla, presne v strede medzi Migkovymi
topankami a Migkovymi ocami. KedZe jeho o¢i st vo vyske 160 cm, odraz nastane vo vyske 160% = 80 cm.
Teda najvyssia vyska, v ktorej moze byt spodna hrana zrkadla, je tiez 80 centimetrov nad zemou. Ak by bola
akokol'vek vyssia, 1aé¢ by sa vo vyske 80 centimetrov nemal od ¢oho odrazit a Misko by v zrkadle nevidel svoje
topéanky.
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Uloha 8 ... Magicky trik 2

Pal'ko chce znova predviest kamaratom magicky trik s jeho balickom s kartami oéislovanymi 1, 2, 3, 4, 5 a 6.
Tentokrat si pripravil tabulku 2 x 3 do ktorej tieto karty dokonale pasuju. Aby tento magicky trik fungoval,
potrebuje Palko ulozit tieto karty do tabulky takym spdsobom, Ze karty v kazdom riadku (zlava doprava)
a v kazdom stlpci (zhora nadol) budi vo vzostupnom poradi. Jedno takéto usporiadanie je znazornené na
obrazku. Kolkymi réznymi sposobmi vie Palko ulozit karty do tabulky, aby splnil danti podmienku?

1125
31416

Vijsledok: 5

RieSenie: Zamerajme sa najprv na kartu v lavom hornom rohu. Ku vSetkym ostatnym ¢islam v tabulke sa
vieme odtialto dostat bud posunom nadol, alebo doprava. Kvoli tomuto musia mat vSetky ostatné karty v
tabulke ¢islo vicsie ako tato karta. To spodsobuje, Ze ¢islo karty v Tavom hornom rohu musi byt 1. Podobnymi
tuvahami sa dopracujeme k tomu, Ze v pravom dolnom rohu tabulky musi byt &islo 6.

1

6

Teraz sa zamyslime nad tym, kam vieme polozit ¢islo 2. Musi to byt nejaké policko vedla karty ¢islo 1 (inak
by sme potrebovali policko s kartou s hodnotou medzi ¢islami 1 a 2, no takt kartu nemame). Teda méame len
dva pripady, ako vieme polozit kartu s ¢islom 2:

Pripad 1. Cislo 2 je napravo od ¢isla 1. V tomto pripade mame tri moZnosti, aka karta moze byt napravo od
karty 2 (mozu to byt karty 3, 4 alebo 5). Pre kazdu z tychto troch kariet nam ostane iba jeden sposob,
ktorym vieme poukladat karty do ostatnych policok.

11213 112]4 112]5
41516 3156 31416

Pripad 2. Cislo 2 je pod ¢&islom 1. V tomto pripade mame opét tri moznosti na to, aka kartu polozime
napravo od ¢isla 2. Zvysné poli¢ka vieme opét zaplnit len jednym spdsobom, avsak nie v kazdom pripade
dostaneme validné riesenie (ak je napravo od ¢isla 2 ¢islo 3, nedostavame validné rieSenie — druhy stipec
bude mat v hornom riadku vacsie ¢islo ako v spodnom).

5] [1]3]5] [1]3]4
6

|
|
|

6] |2]4]6] [2]5]6

Ostava uz len scitat pocet moznosti z oboch pripadov. Nagli sme 3 + 2 = 5 moZnosti, ktorymi sa daja karty
ulozit do tabulky poZzadovanym spodsobom.



Naboj Junior XII. ro¢nik 22. 11. 2024

Uloha 9 ... Miestne satelity

NASA vypustila dva satelity, Alfréda a Betku. Z praktickych dovodov boli oba vystrelené priamo nad
Greenwich. Boli vypustené v presne ten isty moment presne tym istym smerom, avSak v rozdielnych vyskach.
To sposobuje, Ze aj ked oba opisuju kruhov trajektoériu okolo Zeme, ich uhlova rychlost je rozna. Alfréd sa
hybe s uhlovou rychlostou 90° za hodinu, zatial ¢o Betka sa hybe s uhlovou rychlostou 120° za hodinu. Po
kolkych hodinéch po vypusteni sa buda Alfréd a Betka prvykrat znova nachadzat nad rovnakym miestom na
Zemi (mozno inym ako Greenwich)?

Vijsledok: 12

Riesenie: Kazdu hodinu opiSe Betka o 120° —90° = 30° vacsi uhol ako Alfréd. Toto sa bude diat kazda hodinu,
az pokym Betka neopise o presne 360° vacsi uhol ako Alfréd — v tomto momente Betka prejde o jeden cely
okruh okolo Zeme viac ako Alfréd, a teda sa znova nachédzajua jeden nad druhym. KedZe Betka na Alfréda

ziska uhol 30° kazdi hodinu, 360° nanho ziska po presne 336(?(,0 = 12 hodinach.

Uloha 10 ... Zapadna cesta

Kazdy na divokom zapade miluje Zapadnu cestu, pretoZe je dokonale rovna bez akychkol'vek zékrut. Ked isté
dieta menom Vilko kracalo po tejto ceste, v8imlo si zaujimavy jav: ked sa Vilko pozrel za seba, zbadal, Ze Slnko
sa nachadza presne nad cestou rozprestierajiicou sa za nim. Ked sa pozrel naspiat dopredu, zbadal, Ze cesta
sa néahle koné&i a priamo pred nim si dva objekty, jeden hned vedla druhého. Bol tam tzky strom s vygkou
3m a billboard s vyskou 2,4m a Sirkou 5 m otoceny priamo k Vilkovi, pri¢om spodna hrana billboardu lezala
na zemi. Vilko odmeral, ze dlzka tiefia stromu je 75cm. Aka velka je plocha tiefia, ktora vrha billboard,
v metroch Stvorcovych?

Vysledok: 3

Riesenie: KedZe billboard je otofeny priamo k slnku, Sirka jeho tieha ostane rovnaki ako pévodnéa Sirka
billboardu, teda 5m. Jeho vyska sa v8ak zmeni. Vieme, Ze vygka stromu vedla billboardu sa zmenila z 3m na

0,75 m. Teda pomer medzi vyskou stromu a dlzkou jeho tieha je 0—?;5 = %. Tento pomer bude rovnaky aj pre
2,4m

tiefi billboardu, dlzka jeho tiena preto bude 17— = 0,6 m. Celkova plocha tiefia bude jeho dl7ka krat jeho
vyska, teda 0,6m - 5m = 3m?.

Uloha 11 ... Globélne oteplovanie

Jedného diia Janko povedal: ,V rire na pecenie je tak hortico, Ze ak by som bol v USA, bolo by v nej dvakrat
tak hortco.“ Myslel tym, Ze momentalna teplota v rire merana v stupiioch Fahrenheita by bola dvakréat tak
vel'ka ako tato teplota merané v stupnioch Celzia. Aka bola teplota v rire v stupiioch Celzia?

Poznamka: Ak je teplota v stupfioch Celzia N °C, potom teplota v stupfioch Fahrenheita je
<<2 . N> +32> °F.

Riesenie: Oznacme si teplotu v stupiioch Celzia N °C. Vieme, Ze ekvivalentnu teplotu v stupiioch Fahrenheita
vieme néjst ako ((g -N ) + 32) °F. Avsak vieme, Ze toto ¢islo by malo byt dvakrat tak velké, ako teplota
v stupiioch Celzia, teda 2N °F. Teda moézeme napisat rovnicu ((% . N) + 32) = 2N. Rovnicu mdbzeme
preusporiadat ako:

Vysledok: 160

2N — g - N = 32.
Odtial:
1
SN=32
5 )
N = 160.
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Teplota v rire bola 160 °C.

Uloha 12 ... Pomalé zaciatky

Na Sestnaste narodeniny dostal Matts ako daréek knihu. Uz je to nejaky ¢as, odkedy Matds naposledy cital,
preto vie, Ze mu to chvilku potrva, kym sa do toho zcela dostane. Preto vytvoril Specidlny plan, ako precita
celt knihu: kazdy den precita o jednu stranu viac ako prec¢ital minuly def, za¢inajiac tym, Ze prvy den precita
1 stranu. Ak mala kniha 2024 stran, kolko dni bude Matusovi trvat preéitat celt knihu?

Viysledok: 64

Riesenie: Po jednom dni bude mat Matus precitant 1 stranu, po dvoch dioch 1 4 2 strany, po troch dihoch
1+ 2 + 3 strany a tak dalej. Teda po n diioch bude mat prec¢itanych 1+ 2 + ... + n stran. Ak pouZijeme

p . P P n(n+1 2 . s . «: o P
vzorec zo vzorcovnika, vieme tento sicet zapisat ako % Otézka znie, aké je najmensie mozné n také, ze
n(n+1) . ¥ . ey .

% je aspon 2024. Teda potrebujeme vyriesit nerovnicu

M > 2024

n(n+ 1) > 4048.

Mézeme odhadnut, Ze pre n = 60 je saéin n(n + 1) priblizne 3600, takZe n, ktoré hladame, je iba o ¢osi vicsie.
A naozaj, vieme najst, Ze 63 - 64 = 4032 < 4048 a 64 - 65 = 4160 > 4048. TakZe precitat celt knihu bude
Matusovi trvat 64 dni.

Uloha 13 ... Vsade samé palindréomy

Adam az tak velmi miluje palindrémy, Ze zacal hladat také, ktoré sa daju vytvorit ako sucet dalsich
palindréomov. Dnes sa snazi najst najvacsi palindrom, ktory je suc¢tom troch (nie nutne rozdielnych) 2-
cifernych palindromov. Aké ¢islo Adam najde?

Pozndmka: Palindrém je ¢islo, ktoré sa zlava doprava ¢&ita rovnako ako sprava dolava. Napriklad cislo 12321
je 5-ciferngm palindrémom.

Visledok: 242

Riesenie: Ako prvé sa pozrime na 2-ciferné palindromy. KedZe sa maju ¢itat rovnako zlava doprava ako
sprava dolava, musia pozostavat z dvoch rovnakych cifier. Teda 2-ciferné palindromy budu &isla 11, 22, 33,
... aZ% po 99. V8imnime si vlastnost, ktora vSetky zdielaju — v8etky su delitelné 11. Preto ked séitame 3 z
tychto ¢isel, musi aj ich sucet byt delitelny 11.

Najvacsi mozny sucet troch 2-cifernych palindromov je 99 + 99 + 99 = 297. Teda musime ist nadol od ¢isla
297 a hladat prvy palindrom delitelny 11. Prvé palindromy, ktorych delitelnost ¢islom 11 budeme musiet
skontrolovat budi 292, 282, 272... jednudocho ¢isla vo forme 2X2, kde X je jednociferné ¢islo. MéZeme pouzit
pravidlo na delitelnost ¢islom 11, ktoré hovori, Ze ciferny stcet na parnych miestach minus sicet cifier na
neparnych miestach musi byt bud 0, alebo nésobok 11. Idtac nadol od 292, prvy taky palindrom je 242, kde
4 — (24 2) =0. Uz len ostava najst také tri 2-ciferné palindromy, ktoré ked s¢itame, tak naozaj dostaneme
242 — zistime, Ze to st napriklad 77 + 77 + 88 = 242.

Uloha 14 ... Najlepsi croissant

Lucka velmi rada ranajkuje croissanty. AvSak, ako pravy gastroném, zo v8etkych prichuti si chce vybrat
momentéalne experimentuje a snaZi sa najst priemernt hustotu kaZdej prichute croissantov. Prave teraz
experimentuje s ¢okoladovym croissantom. Zistila, Ze objem celého croissantu je 100ml, z ¢oho 15ml je
tokoladova napli. Hustota tejto naplne je 1200 kg/m?, zatial ¢o hustota croissantového cesta je 800 kg/m?>.
Ak je priemerna hustota ¢okoladového croissantu v kg/m3?
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Vygsledok: 860

Riesenie: Priemerna hustota telesa sa da néajst ako jeho celkova hmotnost predelena jeho celkovym objemom.
Vieme, Ze celkovy objem croissantu je Ve, = 100ml = 100 cm?, ¢ize staéi najst jeho celkovit hmotnost.
T zistime ako sti¢et hmotnosti cesta a naplne. Pre hmotnosti tychto ¢asti pouzijeme jednoducho vzorec
m = p-V, kde p je hustota a V' je objem. Av8ak musime si dat pozor na spravne jednotky. Pouzijeme hodnoty
15ml = 15cm? pre objem néplne (V;,) a 100ml — 15ml = 85ml = 85 cm?® pre objem cesta (V,). Teda musime
dat dve zadané hodnoty hustot do korespondujticich jednotiek, ¢o je 1200 kg/m?® = 1,2 g/cm? pre hustotu
naplne (p,) a 800kg/m? = 0,8 g/cm? pre hustotu cesta (p.). Teraz mozeme najst celkovii hmotnost croissantu
ako

Meelky = Mp + Me,
=pn- Vo +pe- Ve,
=1,2g/cm® - 15cm® + 0,8 g/cm? - 85 cm?,
=18g+68¢g,
=86g.
Teraz modzeme jednoducho najst priemernt hustotu ako celkovii hmotnost predelent celkovym objemom

_ Meelk 86g

— 3
Ppriemer = Vootk = 100em® 0,86g/cm .

KedZe mame zadat odpoved v jednotkach kg/m?, spravnou odpovedou je 860 kg/m?.

Uloha 15 ... Zahradnikovo dediéstvo

Adam je zahradnik. Vlastni zahradu obdlZinkového tvaru s obvodom 16 m. Chce, aby sa o tito zahradu
starali jeho synovia, preto ju rozdelil na 9 obdlznikovych ¢asti ako na obrazku (prerusované &ary reprezentujt
hranice medzi jednotlivymi ¢astami). Aky je sucet obvodov vSetkych 9 ¢asti v metroch?

........................................

Vysledok: 48

Riesenie: Vieme, ze obvod velkého obdlznika je 16 m, stucet dlzok vietkych plnych ¢ar je preto 16 m. Ked sa
pozrieme na prerufované Giary, zbadame, e ich vieme preusporiadat tak, aby sme vytvorili rovnaky obdiznik
ako ten povodny (vytvoreny z plnych &ar). Preto stcet dlzok prerusovanych éiar bude rovnaky ako stdet
dlzok vgetkych plnych ¢ar, teda tiez 16 m. Teraz je otazka, kolkokrat pouzijeme ktoré ¢ary pri séitavani
vietkych 9 obvodov. Kazda plna ¢iara bude pouzité prave raz, kedze kazda cast kazdej plnej ¢iary patri prave
jednému zo vSetkych 9 obvodov. AvSak preruSované Ciary si vzdy medzi dvoma ¢astami, preto kazda cast
kazdej prerusovanej Giary bude patrit az dvom z 9 obvodov. Teda vieme, Ze kazda prerusovana ¢iara bude
pouzita dvakrat a kazda plna ¢iara bude pouzita raz. Dokopy teda pouzijeme cely obvod pévodného obdlznika
2+ 1 = 3 razy, teda odpoved je 3-16m = 48 m.

Uloha 16 ... Pada poli¢ka, nieco si praj

Bob stavitel postavil policku. T4 pozostavala z 1 meter dlhej homogénnej dosky podloZzenej 10 klincami,
pri¢om kazdé dva susedné klince boli vzdialené 10 centimetrov. Bob oéisloval tieto klince zlava doprava ¢islami
od 1 do 10 tak, ako je znazornené na obrazku. O niekolko dni si Bob uvedomil, Ze pouzit na toto 10 klincov
je plytvanie klincami. Rozhodol sa preto, Ze nejaké klince odstrani. Teraz uvazuje: aky je najmensi mozny
sacin &isel ostavajucich klincov tak, aby doska nespadla?

10
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10cm 10 cm 10 cm 10 cm 10 cm 10 em 10 cm 10 em 10 cm

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10

Visledok: 6

Riegenie: Aby doska nespadla, musi jej taZisko lezat medzi dvoma klincami. Inymi slovami, jeden klinec musi
byt nalavo od taziska a jeden klinec musi byt napravo od faziska. Tazisko dosky lezi medzi klincami 5 a 6,
¢ize z minulej vety modZzeme usudit, Ze musime mat aspon jeden klinec s ¢islom najviac 5 a aspon jeden klinec
s ¢islom aspon 6. Aby sme dostali najmensi mozny sic¢in, musime na oboch ¢astiach nechat len ten najmensi
mozny klinec. Teda nechame klinec ¢islo 1 z prvej spomenutej asti a klinec 6 z druhej spomenutej Casti.
Ak pouzijeme iba tieto dva klince, tazisko bude lezat medzi nimi a teda doska nespadne. Najmensi mozny
sdcin ¢isel ostavajicich klincov teda bude 6.

Uloha 17 ... Pre statistikov

Kubo sa udi statistiku. Naudil sa niekolko novych pojmov. Naudcil sa, ze v danom stbore dat je modus ¢islo,
ktoré sa v stbore vyskytuje najcastejSie. Median je zasa ¢islo, ktoré sa nachadza v strede siiboru dat, ak
sibor usporiadame vo vzostupnom poradi. Napriklad pre stbor dat 2, 7, 20, 6, 2 je modus rovny 2 a median
je rovny 6.

Kubo ma4 stubor dat, ktory obsahuje ¢isla 8, 3, 3, 5, 6, 9, 4, 5 a dalsie tri (nie nutne rozdielne) celé ¢isla, ktoré
zabudol. Pamita si len, Ze median bol 4 a Ze modus bol jedineény (v celom sibore dat bol iba jeden modus)
a bol tiez 4. Aka je najvicsSia mozna hodnota aritmetického priemeru &isel v tomto stbore dat? Odpovedzte
zlomkom v zakladnom tvare.

Vysledok: 5

Riesenie: Vieme, Ze bol iba jeden modus: 4. Kvoli tomu musi byt pocet ¢isel 4 v tomto subore dat vacsi ako
pocet akéhokolvek iného ¢isla. Z ¢isel, o ktorych vieme, je najviac ¢isel 3 a 5, obe st v stbore dat dva razy.
Kvoli tomu musi byt ¢islo 4 v stibore dat asponi tri razy, avSak momentéalne tam je iba raz. Preto z tych troch
neznamych celych ¢isel, ktoré Kubo zabudol, musia asponi dve byt ¢isla 4.

Teda uz pozname hodnoty 10 z 11 &isel v stbore dat. Pozrime sa teraz na druhtt podmienku: median ma byt
tiez 4. Ked zoradime 10 znamych ¢isel vo vzostupnom poradi, dostaneme: 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 6, 8, 9. Potom
ako pridame jedenéste ¢islo, stredné Cislo v rade ma byt 4. Stred celého radu je momentalne medzi ¢islami 4
a b, preto ak by bolo jedenaste ¢islo 5 alebo vicsie, strednym ¢islom (a teda medidnom) by sa stalo ¢islo 5, ¢o
nesplita podmienku. Aby bola splnené, jedenaste ¢islo teda musi byt 4 alebo mengie. KedZze chceme, aby bol
aritmeticky priemer vSetkych tychto ¢isel ¢o najvacsi, vyberieme najvacsie takéto ¢islo, teda vyberieme dalsie
¢islo 4. Teraz pozname v8etkych jedenast Cisel v sibore: 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 6, 8, 9. Ich aritmeticky priemer

55 _
je ich sucet predeleny ich poctom, ¢o nam dava 33 = 5.

Uloha 18 ... Velké stahovanie

Simon a Barborka sa chct stretnit. Simon cheel Barborku prekvapit, preto nastipil do svojho auta a zacal
Soférovat po ceste k Barborkinmu domu rychlostou 30 km/h. Ale kym Soféruje, prerusi ho zvonenie mobilu.
Barborka mu vola, aby sa ho spytala, ako sa maé! Simon nemé4 na vyber a musi sa priznat, Ze k nej prave
ide. Barborku to velmi potegilo a chce Simona stretnat o najskor, preto nastipila do svojho auta a zacala
Soférovat po ceste smerom k nemu rychlostou 90 km/h. Zo svojho domu vyrazila v ten moment, ked bol
Simon zrovna v polovici trasy medzi jej a jeho domom. Stastne sa stretli presne 1 hodinu po tom, ako Simon
vyrazil. Aka je vzdialenost medzi Barborkinym a Slmonovym domom v kilometroch?

Viysledok: 48

Riesenie: Oznaéme si celkovii vzdialenost medzi domami s, vzdialenost prejdent Simonom sg; a vzdialenost
prejdentt Barborkou sp,. VSimnime si, Ze s = sg; + Spa, takze aby sme nasli s, stac¢i ndm néjst jednotlivé

11
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vzdialenosti prejdené Simonom a Barborkou. Ako prvé mozeme jednoducho najst ss; pomocou vzorca v =
preusporiadaného ako s = v - t kde v je rychlost a t je ¢as. Teda

s
1o

Sgi — Vg 'tsi = 3()km/h- 1h = 30km.

Stale v8ak potrebujeme néjst sp,, aby sme uréili s. Vyjadrime si preto ¢as, ktory Simonovi trvalo dostat sa do
polovice vzdialenosti s, pomocou s. Z t = £ mozeme urcit, ze prejst 5 Simonovi idicemu rychlostou 30 km/h

trvalo

t=

38 s B s

v 2-v 2-30km/h  60km/h’

Pomocou tohto mdzeme vyjadrit aj ¢as, pocas ktorého cestovala Barobrka (tp,): bude to 1 hodina minus tento
¢as. Preto: ¢y, = 1h — m. Teraz moézeme vyjadrit vzdialenost prejdentt Barborkou sp, ako

s 90km/h - s

o= b tha = 90km/h- (1h — ——>——) = 90km —
Sba = Uha "1 m/h- (Lh = o) T 60 km/h

3

Teraz, ked pozname hodnotu sg; a vyjadrili sme sp, pomocou s, mézeme vypocitat celkové s ako:

§ = Ssi + Sba,

s:30km+90km—g~s,

gs = 120 km,
s = 48 km.

Vzdialenost medzi Barborkinym a Simonovym domom je teda 48 km.

Uloha 19 ... Dvakrat meraj a raz poéitaj

Ked sa Toméas nudi, pie ¢isla na tabulu. Najprv napisal dvojku, potom napisal 2 dvojky, potom 3 dvojky,
potom 4 dvojky, az kym nakoniec na tabulu napisal 2024 dvojok. Potom sa rozhodol vynéasobit vsetky dvojky
na tabuli. Aka je posledna cifra sicinu, ktory dostane?

Vyjsledok: 6
Riesenie: Potrebujeme spoéitat posledni cifru st¢inu
(2)-(2-2)-(2-2-2)-(2-2-2-2)-...-(2:2-...-2).
2024-krat

KedZe nas zaujima iba posledn4 cifra celého stc¢inu, mozeme k tejto tlohe pristupovat tak, ze vynasobime
posledné cifry suc¢inov v tychto zatvorkach.
Zac¢nime vypisanim si niekol'kych suc¢inov, ktoré buda v prvych zatvorkach:

2,

2.2 =4,

2.2.2=28,

2.2.2.2 =16,

2.2.2.2.2=32,

2.2.2.2.2.2 =64,

2.2.2.2.2.2.2 =128,
2.2.2.2.2.2.2.2=256,...

12
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V&imnime si, Ze sa v tejto postupnosti ¢isel dookola opakuju tie isté posledné cifry: 2, 4, 8, 6. Poslednu cifru
hladaného sti¢inu teda dostaneme pomocou opakovaného nasobenia tychto poslednych cifier: 2-4-8-6-2-4-8-6-. . ..
Ak si vypiSeme posledné cifry medzikrokov tohto stcinu, dostaneme nasledovnu postupnost: 8, 4, 4, 8, 2, 6, 6,
2,8,4,4,8, 2, .... Viimnime si, Ze opét existuje opakujiica sa postupnost cifier: 8, 4, 4, 8, 2, 6, 6, 2, tentokrat
dlha 8. Posledna cifra celého sté¢inu teda bude jedna z cifier v tejto postupnosti. KedZe mame dokopy 2023
nasobeni medzi 2024 zatvorkami, mézeme 2023 predelit ¢islom 8 (dizkou opakujiicej sa postupnosti) a zvySok
po tomto deleni ndm povie, kde v ramci spominanej postupnosti skoné¢ime po vynasobeni vSetkych ¢&isel.
2023 : 8 = 252, zvySok 7, teda posledné cifra sti¢inu je 6, pretoze to je siedma cifra postupnosti, ktora sme
nasli.

Uloha 20 ... Lotéria v radiu

Ista radiova stanica organizuje kazdy den tombolu. Kazdy moéze poslat SMS na jedno konkrétne telefénne
¢islo, aby bol zaradeny do losovania. Véera davala kazda SMS 1 Zreb do tomboly s jednym vyhercom. Dnes
spravilo radio Specialnu akciu a kazda SMS déava 30 Zrebov. Janko poslal 1 SMS véera a 1 SMS dnes. Ak
organizatori tomboly dostali v oba dni rovnaky pocet SMS, kolkonasobne vacsia je Jankova Sanca, Ze vyhra
tombolu dnes, v porovnani s tym, aka bola jeho Sanca, Ze ju vyhra véera?

Vysledok: 1

Riesenie: Do dnesnej tomboly dostal Janko 30-krat viac Zzrebov ako véera. KedZe v8ak kazdy dostal 30-krat
viac Zrebov, je aj celkovy pocet Zrebov 30-krat vacsi. Preto, aj ked Janko méa v tombole 30-krat viac Zrebov,
jeho Zreby tvoria rovnaku ¢ast vetkych zaradenych Zrebov, ako tvorili véera. Teda pravdepodobnost Jankove;j
vyhry musi byt rovnaka, ako bola véera. Inymi slovami, je 1-krat vicsia.

Uloha 21 ... Odpor k odporom

Matko je velmi odporny. Vie odporovat aj ¢taniu o elektrine. Minule sa doéital, Ze ak vytvori drét s dlzkou
£ a plochou prierezu S z materialu s mernym elektrickym odporom p, odpor takéhoto drotu bude R = %.
Rozhodol sa to vyskusat. Vyrobil medeny drét s odporom R. Potom drét roztavil a vyuzil vietku tuto
roztavent med na vytvorenie nového drdtu, ktorého polomer bol tretinou polomeru pévodného drétu. Odpor
tohto nového drétu je kR. Vypocitajte hodnotu k.

Visledok: 81

Riesenie: Polomer nového drotu je tretinou polomeru pdvodného drotu. Kedze plocha kruhu je priamo
timern4 druhej mocnine polomeru, plocha prierezu nového drotu musi byt ' = (%)2 S = %S . Objem drotu sa
nemohol zmenift, ¢ize zmena prierezu na jednu devitinu sposobi, ze dlzka drotu sa musela zvysit na ¢ = 9¢.
Merny elektricky odpor je vlastnost latky (v tomto pripade medi), preto musela ostat rovnaké. Teraz mozeme
vypocitat, ze odpor nového drétu je

ol

=8l1— =81R.
5 SSSR

o _pe

R’—S,—

1
9

7 tohto vidime, Zze odpor nového drétu je 81-krat vacsi ako odpor pévodného drotu, ¢ize hodnota k je 81.

Uloha 22 ... Dresy prané v dreze

Tomés perie dresy svojho futbalového timu, ale kedZe nemé pracku, tak ich perie rucne v dreze. Jeho tim
pouziva 75 dresov, na ktorych je 75 po sebe idicich kladnych celych &isel. Véera ich vyvesil susit na $ndru tak,
aby viseli vo vzostupnom poradi. Pri veSani si povSimol, Ze stcet ¢isel na poslednych 5 dresoch bol presne
6-krat vacsi ako sucet Cisel na prvych 5 dresoch. Aké ¢islo je na drese, ktory visi presne v strede?

Vysledok: 49

13
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Riesenie: Oznacme ¢islo dresu, ktory visi uplne v strede ako x. Pred tymto dresom je % = 37 dresov a tiez
aj za nim je 37 dresov. Prvych pét dresov ma &isla x — 37, x — 36, x — 35, x — 34 a x — 33, kym poslednych
pat dresov ma &isla = + 33, = + 34, x + 35, x 4+ 36 a x + 37. Podmienka zo zadania potom vedie na rovnicu
(x4+33)+ (x+34)+ (x+35) + (x+36) + (x + 37) = 6((x — 37) + (z — 36) + (z — 35) + (z — 34) + (x — 33)),
5z + 175 = 6(bx — 175),
5z + 175 = 30z — 1050,
257 = 1225,

T = 49.

Na drese v strede je preto ¢islo z = 49.

Uloha 23 ... Zdravy prasok

Mata si pripravuje zdrava desiatu, na ktord potrebuje banany. Kupila si zopar bananov, ktoré obsahuju
75 % vody, a rozhodla sa ich vysusit. Polovicu z nich sa rozhodla vysusit teplom, ¢im znizila podiel vody v
nich na 25 %. Druhi polovicu sa rozhodla vysusit mrazom, ¢im znizila obsah vody na 10 %. Napokon obe
davky rozdrvila na prasok a tieto prasky zmieSala. Aku ¢ast tohto prasku tvori voda? Odpovedajte zlomkom
v zdkladnom tvare.

Vijsledok: %

Riesenie: Oznaéme m celkovii hmotnost banédnov. Vieme, Ze obsahuju %m vody a im susiny. Takze kazda
polovica bananov obsahuje %m susiny. V bananoch suSenych teplom tvori susina 75 % vysuSenych bananov,
takze tieto banany teraz vazia % . ém = %m a voda v nich vazi i . %m = im. Podobne banany susené mrazom
teraz vazia 30 . Lm = 2m a voda v nich vazi & - 2m = Sm.
9 "8 367 % 5 1, 10736~ 72 . . .
Celkova hmotnost praskov je gm + szm = szm, z ktorej 5;m + =5m = jgm tvori voda. Takze podiel vody vo
vyslednom préasku je
1

ﬁm B 2

%m_n‘

Uloha 24 ... Skakanie vo vytahu

Karol vazi 75kg a za normélnych okolnosti vie vysko¢it do vysky 1 m. Jedného diia si zobral vahu do velkého
vytahu. Zistil, Ze na zaciatku pohybu vytahu smerom nadol mu vaha ukazuje, Ze vazi iba 60kg. Do akej
najvacsej vysky nad podlahu vytahu v metroch vie Karol vyskocit na zaciatku pohybu tohto vytahu?

Vysledok: 1,25

Riesenie: Pri vyskoku Karol ziskava energiu. Aby Karol s hmotnostou m = 75 kg vyskoéil do vysky hg = 1 m,
potrebuje ziskat energiu £ = mghy. Co sa ale zmeni v pohybujicom sa vytahu? Vaha ukize Karolovi nizsiu
hmotnost, lebo tiazové zrychlenie sa zmenilo. Nech je nové tiazové zrychlenie ¢’. Preto Karol posobi na vahu
silou Fg = myg'. Avsak vaha ukaZze hmotnost m’ = 60 kg, lebo si ,mysli*, Ze vietko sa deje akoby s klasickym
tiazovym zrychlenim. TakZe fakt, Ze ukazuje hmotnost m’ znamena4, Ze na vahu posobi sila m/g. Ale touto
silou je sila Fg, z ¢oho dostavame

mg =mg,
, m

g = g.
m

Vratme sa teraz k skdkaniu. Kedze sa zmenilo tiazové zrychlenie, Karol tentoraz vysko¢i do vysky h, no stale
na to pouZije len energiu E. T4 sa zmeni na potencialnu energiu E = mg'h. To znamena, %e Karol vysko¢i do
vysky

mgho = mg'h,
m 75kg
h=-—hy=-—2-1m=125m.
m!'0 T G0k T M
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Uloha 25 ... Vyhubenie &isla 3

Pre Petra je ¢islo 3 spojené iba s nestastim (napriklad vzdy néajde tri kosti v rybom jedle, v ktorom by nemali
byt Ziadne kosti), a tak sa rozhodol vymazat ¢islo 3 zo svojho Zivota. Nepouziva ziadne ¢islo, ktoré obsahuje
cifru 3, a ani ziadne ¢&islo, ktoré je delitelné &islom 3. Kol'ko z &sel medzi 1 a 100, vratane, Peter eSte stale
pouziva?

Viysledok: 55

Riesenie: Spocitajme Cisla, ktoré Peter nepouziva. Nasobky ¢isla 3 medzi 1 a 100 su 3, 6, ..., 99, takze ich je
99 : 3 = 33. NavySe mame 19 ¢isel, ktoré obsahuju cifru 3 (10 z nich ju mé na mieste jednotiek, 10 z nich
na mieste desiatok, ale ¢islo 33 sme tu zapocitali dvakrat). Peter nepouziva Ziadne &islo z tychto dvoch
skupin. Lenze niektoré ¢isla st v oboch skupinéch, konkrétne ¢isla 3, 30, 33, 36, 39, 63, 93, ktoré potrebujeme
zapocitat iba raz. Preto Peter nepouziva 33 + 19 — 7 = 45 ¢isel. Pouziva vSetky ostatné ¢isla, takZze pouZiva
100 — 45 = 55 cisel.

Uloha 26 ... Pozor, chodci!

Terka Soféruje auto s rychlostou 15m/s. Vtom zbadéa chodca na priechode pre chodcov. Terka ma reakény cas
1s, po ktorom auto za¢ne brzdit konstantnou silou. Takto bude brzdnéa draha auta dlha 33 m. Kolko metrov
by bola dlha brzdna dréha auta, ak by Terka brzdila z rychlosti 35m/s?

Vysledok: 133

Riesenie: Oznacme v Terkinu rychlost. Odkedy Terka zbadala chodca, hybe sa eSte tyg = 1s konStantnou
rychlostou v, takZe prejde vzdialenost s1 = vtg. Potom zacne brzdit konstantnou silou F. Této sila posobi na

dréhe so, takze vykona pracu W = F'sg. Tito pracu kona auto na tkor svojej vlastnej energie, takze sa znizi
kinetickd energia E = %mv2 auta s hmotnostou m. Auto zastavi, ked Fsg = %va, takze odkedy auto zacne
brzdit, tak zastane na dréhe

’I?’L’U2

T 2F
Zadanie nam hovori, ze ked Terka Soférovala s rychlostou v; = 15m/s, jej brzdné draha s; + s2 bola s = 33 m.

Pomocou tohto vieme vyjadrit nezndmy vyraz 7 ako

52

mv?

S:vltO‘Fﬁ,

m _ 2(s —vitp)

2
F vy

a dosadit ho do brzdnej drahy s' = s} + s/, pre rychlost vo = 35m/s, ¢im dostaneme

s = voty + Lw%
— U200 2F,
— v1tg)v3 (33m — 15m/s - 1s) - (35m/s)?
"' — ot M:% .1 =133 m.
s = vty + o2 m/s-1s+ (15 m/5)? m

To znamené, %e Terkina brzdnéa dréha z rychlosti v = 35m/s by bola s’ = 133 m.

Uloha 27 ... Plavajaca podlaha

Organizatori kazdorocnej Aquatechno party by na najblizsiu party chceli mat na parkete skuto¢nu pléavajicu
podlahu. Preto na jazero umiestnia kvader s vygkou 10 cm a priemernou hustotou 0,6 g/cm3, na ktorého hornej
stene bude parket. Organizatori by chceli, aby tento kvader udrzal na sebe objekty s celkovou hmotnostou
aspon 4000 kg bez toho, aby sa cely potopil. Aky najmensi moze byt obsah tane¢nej plochy parketu v metroch
Stvorcovych, aby sa to organizatorom podarilo?
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Vygsledok: 100

Riesenie: Nazvime hladany obsah plochy parketu S, takZze objem celého plavajuceho kvadra bude V' = 5-10 cm.
Ked st na fiom objekty s hrani¢nou celkovou hmotnostou, bude horn4 stena tohto kvadra na trovni hladiny
vody v jazere, takZe objem jej ponorenej ¢asti bude tiez V. Preto tento kvader vytlaéi vodu s hmotnostou
V - 1000 kg/m? a podla Archimedovho zakona toto musi byt rovné hmotnosti kvadru, ktory ma navyse na
sebe objekty s celkovou hmotnostou 4000 kg. Tato hmotnost bude V - 600kg/m? + 4000 kg. Porovnanim
tychto dvoch hmotnosti dostavame rovnicu pre V s riesenim V = 10m?3. Preto obsah plochy parketu musi byt

S = 5tm = 100m?.

Uloha 28 ... Stan

Lucy je na viacdiiovej ture. Dnes vecer si postavila stan, ktorym je rovnoramenny trojuholnik ABC' so
zékladiou BC'. Aby si vysuSila svoje obleCenie, natiahla v stane Spagat, ktory tvoril rovnostranny trojuholnik
DEF, pricom body D, E a F lezali postupne na stranach AB, BC' a C A. Lucy zmerala, ze |ZADF| = 42° a
|ZEFC| = 24°. Vypocitajte velkost uhla FAC v stuphoch.

Vijsledok: 12

Riegenie: Pozrime sa na uhly pri vrchole F'. Vieme, ze |ZEFC| = 24° a kedZe trojuholnik DEF je rovnostranny,
tak aj |[ZDFE| = 60°. Preto |ZAFD| = 180° — |ZEFC|—|£DFE| = 180° — 24° — 60° = 96°. V trojuholniku
ADF teraz pozname dva z uhlov, takze |ZDAF| = 180° — |ZADF| — |ZDFA| = 180° — 42° — 96° = 42°.
Teraz vidime, 7e |/DAF| = |£ZADF)|, ¢o znamen4, Ze trojuholnik ADF je rovnoramenny, v ktorom |AF| =
|IDF|. Usetka DF je stranou rovnostranného trojuholnika DEF, ¢o dava |DE| = |EF| = |FD|. Z tohto
vieme, Ze |AF| = |EF|, takze trojuholnik AEF je rovnoramenny so zakladiiou AFE.

Uz vieme, ze |ZAFE| = |ZAFD|+ |/ZDFE| = 96° 4 60° = 156°. Preto v rovnoramennom trojuholniku AEF
vieme dopocitat, ze |ZEAC| = |ZEAF| = 1821567 — 190,

Uloha 29 ... Hortuice kolesa

Nina sa hra s autickom Horucich kolies. Predstavme si auticko ako kvader s hmotnostou 60 g. Nina pren
vytvorila drahu, ktora pozostavala zo striedajicich sa Sikmych a vodorovnych casti. V Sikmych ¢astiach zislo
auticko o 5cm nadol, a to bez trenia. Vo vodorovnych ¢astiach preslo vodorovnu vzdialenost 20 cm, pri¢om
trelo s koeficientom Smykového trenia 0,4. Draha za¢ina Sikmym tisekom a Nina na zadiatku udeli auticku
rychlost 5m/s. Aké je poradové ¢islo vodorovného useku, na ktorom sa auticko zastavi?

5cm¢

20 cm

5 cm ¢

20 cm
-~

5 cm ¢

- —
5 cm ¢

Vigsledok: 42

Riesenie: Na sikmom tseku auticko ziskava energiu, kym na vodorovnom tuseku ju straca. Preto sa auticko
zastavi na niektorom z vodorovnych tsekov. Stane sa to v . momente, ked energia auticka klesne na 0J.

Na zaciatku je celkova energia auticka rovna suctu jeho potencidlnej a kinetickej energie. Pre jednoduchost
predpokladajme, Ze potencidlna energia je na zaciatku 0J. Takze energia auti¢ka pozostéava ¢isto iba z jeho
kinetickej energie, ktora je Eg = %mv%, pricom m = 60 g je hmotnost auticka a vg = 5m/s je jeho pdovodna
rychlost.

Zakazdym, ked auticko prejde Sikmym tsekom, narastie mu energia o zmenu potencialnej energie. KedZe pri
tom znizi svoju vysku o hg = 5cm, tak ziska energiu F,, = mgho. Vo vodorovnych castiach posobi trecia
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sila F} = fmg, kde f = 0,4 je koeficient Smykového trenia. Pdsobi na drahe s = 20 cm, takZe vykoné pracu
W = F-s= fmgs. Z tohto dévodu klesne energia auticka o W.

Po kazdej po sebe idticej dvojici Sikmého a vodorovného tseku klesne energia auticka o E,, — W = mghg —
fmgs. Takze po n takychto dvojiciach klesne energia o n(E,, — W). Nas zaujima najmensie také n, ze
Ey —n(E,, — W) < 0. RieSenim tejto nerovnice dostévame

Eo —n(E,, — W) <0,

1

§mvg + n(mghy — fmgs) <0,
1

5@3 < n(fgs — gho),

2
0]

= 29(fs — ho)’
(5m/s)? 25 250

> =22 20 16T
"= 5 10mYs - (0,420cm — 5cm) 0,6 6 ’

vV

n

TakZe auticko sa zastavi na 42. vodorovnom tuseku.

Uloha 30 ... Nostalgické starnutie

Samo prave oslavil svoje 37. narodeniny, a tak si napisal 2024-ciferné ¢islo 3737 - - - 37, ktoré pozostavalo
z 1012 cifier 3 a 1012 cifier 7. Nostalgicky spomina na ¢asy, ked mal ete len 21, a preto toto 2024-ciferné ¢islo
vynésobil ¢islom 21. Napokon sa rozhodol spocitat ciferny sucet vysledného sicinu. Aké ¢islo Samo dostal?

Vysledok: 12153

Riesenie: Ak mame Stastie, moéZeme si v8imnut, Ze 37-21 = 777. Toto nam zjednodusi nasobenie. Napodobnime
klasicky postup ru¢ného nasobenia. Zvycajne pritom nasobime iba jednociferné ¢&isla, ale my uz vieme sucin
37 -21 = 777, takze modzeme v kazdom kroku spravit toto nasobenie. Tymto dostaneme nésobenie znazornené
na tomto obrazku.

37 T373737
21
T
T
T

77
784 - 4848477

Po sebe iduce ¢isla 777 maju zakazdym jednu cifru 7 v rovnakom rade, takze ich obvyklym spdsobom s¢itame.
Takze sa vo vysledku objavia cifry 4 a 8. Z toho, ako prebiehalo nasobenie, vieme vidiet, Ze vysledok je
2025-ciferné &islo. Tri z nich sa cifra 7 a zvySnych 2025 — 3 = 2022 cifier sa strieda medzi ciframi 4 a
8, takze kazda z nich je zastipena v pocte 2022 : 2 = 1011. Dokopy je tak ciferny stucet vysledku rovny
3-741011-4+1011-8 =12153.

Uloha 31 ... Dobijanie bateriek

Majo piSe vzorové rieSenia tohto rocnfka Naboja Junior v ¢ajovni. Na pisanie pouziva notebook s batériou s
kapacitou 4000 mAh a smartphone s batériou s kapacitou 3500 mAh. Avsak zabudol si ich vopred nabit, takze
teraz su nabité len na 20 % svojej kapacity. Majo ma len jednu nabijacku, ktora vie nabijat zariadenia tym,
ze im dodéava prud 3,25 A. Majo tiez vie, Ze ked pouZiva svoj plne nabity notebook, tak sa vybije za 10 hodin,
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a tiez aj plne nabity smartphone sa vybije za 10 hodin pouZivania. Kolko najmenej hodin bude Majovi trvat
plné nabitie oboch zariadeni, ak ich popri tom stale bude pouZivat na pisanie rieSeni?

Vysledok: 2,4

Riesenie: Kapacita batérie v jednotkdch mAh popisuje vztah medzi vystupnym pridom baterky a ¢asom, ako
dlho vie tento prud poskytovat. Napriklad ak je batéria s kapacitou 4000 mAh plne nabité, tak vie hodinu
poskytovat elektricky prad 4000 mA alebo Styri hodiny poskytovat priad 1000 mA alebo ¢okol'vek podobné.
Ked7e Majo vie menit, ktoré zariadenie sa v danom momente nabija, méZzeme notebook a smartphone povazovat
za jedno zariadenie s batériou s kapacitou 4000 mAh + 3500 mAh = 7500 mAh. Na zaciatku boli obe zariadenia
nabité na 20 % svojej kapacity, takZe spolu obsahovali naboj 0,2 - 7500 mAh = 1500 mAh. Obe zariadenia sa
vybijaja tak, Ze sa vybija po 10 hodinach. Kazdu hodinu sa tak vybiju o 7500 mAh : 10 = 750 mAh.

V rovnakom éase Majo nabija zariadenia nabijackou, ktora dodava prud 3,25 A = 3250 mA, takZe po hodine
doda naboj 3250 mAh. Preto sa naboj v batériach zvysi kazda hodinu o 3250 mAh — 750 mAh = 2500 mAh.
Majo potrebuje zvysit ndboj o 7500 mAh — 1500 mAh = 6000 mAh, takze zariadenia sa plne nabiju za

6000 mAh
2500mAh/h 2:4h.
Uloha 32 ... Stavanie hradov z piesku je uz nuda

Lexi uz je znudend zo stavania hradov z piesku, a tak sa teraz hra s vedrom v jazere. Vedro je velmi Tahké a
mé valcovity tvar s plochou dna 400 cm? a vyskou 30 cm. Lexi tplne ponorila vedro pod vodu tak, ze vrch
vedra bol 10 cm pod hladinou vody. Teraz chce pomaly vytiahnut vedro z vody tak, Ze jeho dno bude tesne
nad hladinou jazera. Akud pracu v Jouloch pri tom Lexi vykona?

Vysledok: 18

Riesenie: Jediny dovod, pre¢o musi Lexi konat pracu, je preto, lebo zvySuje potencidlnu energiu vody vo
vedre. Vedro je valec s plochou dna S = 400 cm? = 0,04 m? a vyikou h = 30cm = 0,3 m, takZe v fiom je voda
s hmotnostou m = pyogaSh. Tazisko vody vo vedre je v polovici vy§ky vedra, ¢o je % Preto musi byt narast
potencialnej energie a stcasne praca, ktora Lexi vykona, rovna

W mg@ _ PoodaSgh? _ 1000 kg/m3 - 0,04m? - 10 N/kg - (0,3m)?

=18J.
2 2 2 8]

Uloha 33 ... Nespomina sa Bruno

Bruno je vynimo¢ny dizajnér, takze skoda, Ze o hom rozpravame tak mélo. Minule nakreslil nové logo pre svoju
firmu. Je to velmi §pecialny Sestuholnik ABCDEF, v ktorom |AB| = 12cm, |BC| = 19cm, |CD| = 2cm,
|DE| = l4cm, |EF| = 4cm a |FA| = 9cm. Navyge, dlzky uhlopriecok AC, CE a EA st v centimetroch
vyjadrené celym ¢islo a tiez tieto uhlopriecky tvoria trojuholnik. Aky najvacési obvod v centimetroch méze
mat trojuholnik ACE?

Viysledok: 53

Riesenie: Niekolkokrat pouzijeme trojuholnikovii nerovnost. V trojuholniku ABC nam hovori, ze dlzka strany
AC je viadsia ako 19cm — 12cm = 7cm, no mensia ako 19cm + 12cm = 31 cm. Tato dizka ma byt celym
¢islom, takze dizka AC moéze byt Tubovolné celé &islo medzi 8 cm a 30 cm. Z rovnakého dévodu (pouzitého
v trojuholnikoch CDE a EF A) dostaneme, Ze dizka strany C'E je celé ¢islo medzi 13cm a 15cm a Ze dizka
strany FA je celé ¢islo medzi 6 cm a 12 cm.

Aby sme dostali ¢o najvicsi obvod trojuholnika ACE, musime vybraf ¢o mozno najvicsie mozné dlzky
jeho stran. Avsak stéle musime splnit trojuholnikovii nerovnost. Preto hoci by sme aj vybrali najvicsie
mozné dlzky stran CF a FEA, stale bude musiet byt strana AC kratiia ako 15cm + 12cm = 27 cm. Preto
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sa najvicsi mozny obvod dosahuje pre dlzky |AC| = 26 cm, |[CE| = 15cm a |[EA| = 12cm, kedy je obvod
26cm + 15cm + 12cm = 53 cm.

Uloha 34 ... Radost z vynechania

Matko sa hra s faktorialmi. Faktorial kladného celého &isla je Cislo, ktoré dostaneme, ak vynasobime vSetky
kladné celé ¢isla mensie alebo rovné ako dané ¢islo. Napriklad 5! =1-2-3-4-5 = 120.

Matko spoéital sucin 1!-2!-3!-4!....-2023!-2024!, o ktorom zistil, Ze nie je druhou mocninou nejakého celého
Cisla. Zistil v8ak, Ze ak by vynechal ¢len k!, tak uz by dostal nejaki druhit mocninu celého ¢isla. NavySe zistil,
Ze iba jedno kladné celé ¢islo k méa tato vlastnost. Najdite tito hodnotu k.

Viysledok: 1012

Riesenie: Sucin dvoch druhych mocnin celého é&isla je opit druhou mocninou celého &isla — ak vynasobime a?

s b?, dostaneme (ab)?. Toto vyuzijeme, aby sme si zjednodusili tlohu.

Pozrime sa na stucin 1!-2!-3!-4!.....2023!-2024!. Ak poparujeme po sebe idice ¢leny nasledujticim sposobom:
(1r-21) - (3!-4!)-...-(2023! - 2024!) a kazdy faktorial parneho ¢isla napiseme v tvare (n+ 1) = (n + 1) - nl,
upravi sa cely stc¢in do tvaru

(11-2-11) - (31-4-31) - ... (202312024 - 2023!) = (2-4-6-...-2024) - ((1)2- (312 - (51)% - ... - (2023])?).

Druha zatvorka je sti¢inom druhych mocnin celého ¢&isla, takZze aj sama o sebe je druhou mocninou celého
¢isla. Aby bol aj cely stacéin druhou mocninou celého ¢isla, musime zabezpecit, Ze aj prva zatvorka je druhou
mocninou celého ¢&isla. Tato zatvorka je stcinom péarnych éisel, takze cely si¢in zjednodusime, ak z kazdého
¢isla vyjmeme dvojku. Tymto spésobom dostaneme

(2-4-6-...-2024) =21912(1.2.3.....1012) = 21912 . 1012

Cislo 21012 je druhou mocninou celého &isla (kedZe exponent je parny). TakZze jedinou prekazkou k tomu,
aby bol cely stcin druhou mocninou celého &isla, je ¢len 1012!. Mame povolené vynechat jeden ¢len stucinu a
toto nam hovori, Ze mame vynechat zrovna ¢len 1012!. KedZe zadanie ndm hovori, Ze tento ¢len je unikatny,
mozeme povedat, ze sme hladali hodnotu k = 1012.

Uloha 35 ... Vsade samé kladky

Stavitel Bob skonstruoval nekoneény kladkostroj ako na obrazku. Hmotnosti jednotlivych zavazi nemusia byt
nutne rovnaké. Kladkostroj je skonstruovany tak, Ze je v pokoji. Hmotnost tretiecho zévazia zhora je 3kg. Aka
je celkovd hmotnost vSetkych vSetkych zévazi v kilogramoch?

Vysledok: 24

Riesenie: Situécia okolo kazdej kladky je zndzornena na tomto obréazku:
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F F

Sily F' na lane st rovnaké, lebo lano je v kazdom svojom bode napinané rovnako velkou silou (ktora samozrejme
moZe byt rozna pre rozne land). Aby sa kladka nehybala, musi smerom nahor ete posobit sila s velkostou 2F.
Hoci sa moze zdat, Ze sa nejako musime vysporiadat s nekonec¢nostou kladkostroja, vSimnime si, Ze nas to az
tak nemusi trapit. KedZe kladky a lana pokladame za nehmotné, mézeme najst celkovi hmotnost vietkych
zévazi tym, ze sa pozrieme na silu, ktorou kladkostroj pdsobi na strop. To nam povie stucet tiazovych sil
poOsobiacich na vsetky zéavazia, z ¢oho uz polahky uréime ich celkovii hmotnost.

Pouzime pozorovanie z ivodu na to, aby sme urcili, akou silou kladkostroj pdsobi na strop.

Za¢nime tym, Ze sa pozrieme na tretiu kladku. Vieme, Ze na jednej jej strane je zavazie s hmotnostou 3 kg,
na ktoré posobi tiazova sila s velkostou 3kg - 10 N/kg = 30 N. TakZe prislusné lano je napinané tiez silou s
velkostou 30N, a preto na kladku musi smerom nahor posobit sila s velkostou 2 - 30 N = 60 N.

Teraz sa pozrime na druhu kladku. Sila s velkostou 60N z predoslého odseku vytvara v lane rovnako velké
napétie, takZe na druhu kladku musi smerom nahor posobit sila s velkostou 2 - 60 N = 120 N. Rovnakym
argumentom uréime, %e na prvia kladku musi smerom nahor pésobit sila s velkostou 2 - 120N = 240 N. Lenze
toto je sucasne velkost sily, ktorou cely kladkostroj posobi na strop, ¢o sme cheeli zistit.

Cely kladkostroj teda pdsobi na strop silou s velkostou 240 N, takZe celkovd hmotnost vSetkych zavazi musi
byt 240N : 10 N/kg = 24 kg.

Uloha 36 ... Cifry sa obratili

Mirko sa rad hra s ¢islami. Vezme si trojciferné ¢islo, napise ¢islo, ktorého cifry buda v opaénom poradi ako
v povodnom trojcifernom ¢isle, a toto ¢islo odéita od pévodného trojciferného ¢isla. Napriklad ak by zacal
s ¢islom 123, tak by spocital 123 — 321 = —198. Raz toto ukazal Anicke. Spravil to s Anic¢kinym oblibenym
trojcifernym ¢islom. Potom zobral &slo o 31 mengie ako Ani¢kino obltibené trojciferné &islo, ¢o bolo stéle
trojciferné ¢islo. Prekvapivo s tymto ¢islom dostal rovnaky vysledok ako s Anickinym oblibenym trojcifernym
¢islom. Kolko roznych trojcifernych éisel moéze byt Ani¢kingm obltibenym trojcifernym ¢éislom?

Pozndmka: Trojciferné ¢islo nemoZe mat na mieste stoviek cifru 0, avSak ¢islo ziskané zdpisom cifier v opacnom
poradi méZe. V takom pripade ignorujeme nuly na zaciatku.

Vysledok: 216

Riesenie: Najprv sa pozrime na to, aké rozdiely Mirko dostava. Trojciferné ¢islo vieme napisat v tvare
100A + 10B + C, kde A, B a C su jeho cifry. Ked zapiSeme tieto cifry v opa¢nom poradi, dostaneme ¢&islo
100C + 10B + A, takze Mirko dostane rozdiel

(1004 4 10B + C) — (100C + 10B + A) = 994 — 99C = 99(A — C).

Vidime, Ze Mirkov rozdiel zavisi iba od rozdielu cifier na miestach stoviek a jednotiek v ¢isle, s ktorym Mirko
zacal. V ulohe ma Mirko pracovat s nejakym ¢islom a potom s tymto ¢islom zmensenym o 31. KedZze dostal
rovnaky vysledok, museli mat tieto dve ¢isla rovnaky rozdiel cifry na mieste stoviek a cifry na mieste jednotiek.
Teraz potrebujeme spocitat pocet ¢isel s touto vlastnostou.

St dva pripady toho, ¢o sa moze stat, podla cifry na mieste jednotiek v Ani¢kinom obltibenom ¢isle. Keby na
mieste jednotiek bola cifra 0, po od¢itani 31 by sa zmenila na cifru 9. Preto by sa cifra na mieste stoviek tiez
musela zvacsit o 9, ¢o sa v8ak nemohlo stat. Preto Anickino obltibené ¢islo nem4 na mieste jednotiek cifru 0,
takZze po od¢itani 31 sa tato cifra zmensi o 1. Potom sa ale musi aj cifra na mieste stoviek zmengit o 1. To sa
stane iba vtedy, ak posledné dve cifry Anic¢kinho obltibeného ¢isla tvoria niektoré z dvojcifernych ¢isel 00, 01,

.., 30.
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Z tohto zoznamu potrebujeme vymazat tie ¢isla, ktoré maju na mieste jednotiek cifru 0, ¢im ndm zostane
27 moznosti. Zostava uz len uréit, ktoré cifry mohli byt na mieste stoviek. NemdZe tam byt cifra 1, lebo po
od¢itani 31 by sme nedostali trojciferné ¢islo. S ciframi 2, 3, ..., 9 ale bude vSetko fungovat.

Ked skombinujeme mozné cifry na mieste stoviek s moznostami pre zvy$né dve cifry, dostaneme 8 - 27 = 216
moznosti pre Anickino oblibené trojciferné ¢islo.

Uloha 37 ... Najviésie znudenie sveta

Jozko sa tak strasne nudi, Ze si napisal vSetky kladné celé ¢isla od 1 do svojho obltubeného &isla 9876 543 210
(vratane). Taktiez spocital sucet cifier vo vSetkych tychto ¢islach. Tym dostal vysledok 443 255601 330. Teraz
by chcel spravit nie¢o podobné. Av8ak najprv vo v8etkych éislach zameni vSetky cifry 5 za cifry 6 a naopak,
az potom spocita sucet cifier vo vSetkych tychto ¢islach. Aky vysledok dostane Jozko tentoraz?

Viysledok: 443 256 101 330

Riesenie: Kazda zmena cifry 5 na cifru 6 zvysi Jozkov stcet o 1 a podobne kazda zmene z 6 na 5 znizi sicet o
1. Toto znamené, Ze jedna zmena z 5 na 6 sa vie vyrusit s jednou zmenou z 6 na 5. Preto nas zaujima iba
rozdiel poc¢tu vyskytov cifier 5 a 6 medzi kladnymi celymi ¢islami od 1 do 9876 543 210.

Najprv si v8imnime, Ze sa mbéZeme zamerat iba na vyskyty cifier 5 a 6 v rddoch, v ktorych sa niektora z
tychto cifier vyskytuje v ¢isle 9876 543 210. Skutocne, ak je cifra 5 vo vysSom alebo nizSom rade, mozeme
tuto cifru 5 zamenit za cifru 6 (podobne aj so zadmenou cifry 6 na 5). Tym dostaneme nejaké ¢islo, ktorého
cifry Jozko tiez zapodital. Preto v tychto radoch nedostaneme rozdiel v pocte cifier 5 a 6.

Teraz sa uz zamerajme iba na cifry 5 a 6 v rddoch miliénov a stotisicov. Taktiez, rozdiely v pocte vyskytov
cifier 5 a 6 dostaneme iba v pripade, ak je vo vyssich radoch trojéislie 987 (ina¢ by sme mohli argumentovat
rovnako ako v predoslom odseku). S touto podmienkou sa cifra 5 vyskytne 1000 000-krat na mieste miliénov
a 6 - 100000 + 43211 = 643 211-krat na mieste stotisicov. Podobne sa cifra 6 vyskytuje 543 211-krét
na mieste milibnov a 6 - 100000 = 600 000-krat na mieste stotisicov. Takze pocet vyskytov cifry 5 je o
(1000000 4 643 211) — (543211 + 600000) = 500 000 v&csi ako pocet vyskytov cifry 6.

Preto zmena vSetkych cifier 5 na 6 a naopak zvysi sticet cifier o 500000, a tak Jozko dostane vysledok

443 255601 330 + 500 000 = 443 256 101 330.

Uloha 38 ... Skakanie z vody

Ferb je homogénny hranol, ktorého zakladne st pravidelné Sestuholniky so stranou dizky 0,9m, s vyskou
0,6 m a s hustotou 125 kg/m>. Momentalne je drzany pod vodnou hladinou vel'kého jazera tak, Ze obe jeho
zakladne st rovnobezné s vodnou hladinou a horna zakladna je v rovnakej vyske ako hladina vody. Ked ho
vypustime, Ferb vysko¢i nad hladinu jazera. Do akej vysky nad vodnt hladinu v metroch sa pri tom dostane
Ferbova horné zakladna?

Pozndmka: Predpokladajte, Ze Ferbove zdkladne budi v kaZdom momente vodorovne.
Vyjsledok: 2,4

Riesenie: Oznac¢me V Ferbov objem, h = 0,6 m jeho vy&ku a prep = 125kg/m? jeho hustotu. Po Ferbovom
vyskoceni sa miesto, kde bol Ferb pévodne drzany, vyplni vodou. Tymto sa energia vody v jazere znizi o
E= vaodag%, kedze hmotnost tejto vody je V pyoda a jej tazisko je v hibke % (jazero je dostatocne velke,
takze jeho hladina zostane v rovnakej vyske). Potrebujeme néjst vysku H, do ktorej vysko¢i Ferb. V najvyssom
bode nebude mat Ferb ziadnu kinetickd energiu, takze v tomto pripade sa vSetka energia, ktoru stratila voda,
musela premenit na Ferbovu potenciélnu energiu £ = V ppepgH. Porovnanim oboch vyrazov pre F zistime,
e

h
vaodag§ = VpFerbgHa

5 _ Puoda b 1000 kg /m3 06m _ 2.4m.
PFerb 2 125kg/m3 2
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Vidime, zZe Ferbova horné zakladna sa dostane do vysky 2,4m.

Uloha 39 ... Vyrezané mnohouholniky

Viktor si zobral harok papiera a vystrihol z neho tri pravidelné mnohouholniky, pricom ziadne dva nemali
rovnaky pocet stran, no vietky mali rovnaka dizku stran. Prekvapivo vedel poloZit tieto mnohouholniky na
stol tak, ze vSetky mali jeden spolo¢ny vrchol a kazda dvojica mnohouholnikov mala jednu stranu spolo¢nt.
Viktor takto dostal (nepravidelny) n-uholnik. Aka je najvéc¢sia mozna hodnota ¢isla n?

Pozndmka: Keby sme povolili, Ze mnohouholniky moézu mat rovnaky pocet strdan, bola by jedna z moznosti, ako
dostat n-uholnik, nakreslend na nasledujicom obrazku. Takto by Viktor dostal n = 12.

Vysledok: 46

Riesenie: Kazdy pravidelny m-uholnik mozno rozdelit na m zhodnych rovnoramennych trojuholnikov ako na
obrazku.

Uhly oproti zékladni v tychto trojuholnikoch sa musia nascitat na 360°. VSetky ostatné uhly prispeja do
suc¢tu uhlov v m-uholniku. Kedze stcet uhlov v kazdom trojuholniku je 180°, dostéavame, Ze sucet uhlov v
m-~uholniku je m - 180° — 360° = (m — 2) - 180°. V pravidelnom m-uholniku maji vSetky uhly rovnaka velkost,
takZe kazdy z nich musi mat velkost %72 - 180°.

Ak chceme ulozit mnohouholniky tak, ako to od nés vyzaduje zadanie, musi byt sticet uhlov pri spolo¢nom
vrchole 360°. Takze ak oznacime z, y a z pocty stran v jednotlivych pravidelnych mnohouholnikoch a
pouzijeme informéciu z predoslého odseku, dostaneme podmienku

r—2 y— 2 z—

2
-180° 4+ =—— - 180° + - 180° = 360°.
Y

Vydelme celii rovnicu 180°. Po tpravich dostaneme

xr— 2 72 z72
+Y -

x Y z
2
z>

2
z
1
z

(1i)+<l)z<l

7

1

9
y
1
Yy 2

Poktisme sa najst vietky trojice (z,v,2), ktoré spliaji tato rovnicu. Bez ujmy na vieobecnosti mozeme
predpokladat, ze > y > z. Ak by platilo z > 6, potom by muselo platit y > 7 a potom aj x > 8. LenZe vtedy
1+1+1<1+1+1_1
r y z 6 6 6 2

Preto nemoéze platit z > 6, ¢iZe z je jedno z ¢isel 3, 4 alebo 5. VyrieSme kazdy pripad samostatne.
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Pripad z = 3. V tomto pripade ma podmienka tvar % + % = %. Po vynéasobeni menovatelmi dostavame
6y + 6x = xy, ¢o vieme (po pricitani 36 k obom stranam) napisat v tvare (x — 6)(y — 6) = 36. Obe
zatvorky musia byt kladné. KedZe ¢islo 36 mozno zapisat ako siaéin dvoch réznych ¢&isel styrmi spésobmi
36=36-1=18-2=12-3 =94, dostavame $tyri rieSenie — ze dvojica (z,y) je jedna z dvojic (42,7),
(25,8), (18,11), (15,10).

Pripad z = 4. Postupujeme podobne ako v predoSlom pripade. Méame % + i = i, ¢o po prendsobeni prejde na
tvar 4y + 4z = zy. Ked pri¢itame 16 a roznasobime lava stranu, dostaneme rovnicu (x —4)(y —4) = 16.
Jej rieSenim (z,y) su dvojice (20,5) a (12,6).

Pripad z = 5. Napokon, v tomto pripade mame rovnicu % + 1= %, z ktorej sa stane 10y + 10z = 3zy. Ked
ttito rovnicu vynasobime 3 a pripoc¢itame 100, dostaneme rovnicu (3z — 10)(3y — 10) = 100. To vedie k
rieSeniam (z,y), ktoré si (1—:1,)0, %1), (20,4), (%5, 1—51), (10,5). Z tychto nas zaujimaju iba tie bez zlomkov.
Navyse, trojicu (20, 5,4) sme uz dostali v predoslom pripade (a v skuto¢nosti nie je z tohto pripadu).
Posledné zostavajice riesenie (x,y) = (10,5) zas nespliia podmienku y > z. TakZe z tohto pripadu
nemame Ziadne nové rieSenia.

Jediné trojice (z,, z), ktoré splhaja % + % + % = % and nerovnosti x > y > z, su trojice (42,7, 3), (25,8, 3),
(18,11, 3), (15,10,3), (20,5,4) a (12,6,4).

Mozno vidiet, Ze po uloZeni mnohouholnikov na stol, bude mat kazdy mnohouholnik na okraji vSetky svoje
strany okrem dvoch. To znamen4, ze musi platit n = (z —2) + (y —2) + (z — 2) = (z + y + z) — 6, takze
sa snazime maximalizovat ¢islo x + y + z — 6. Pre trojice, ktoré sme nasli, nadobuda vyraz x +y + 2z — 6
hodnoty postupne 46, 30, 26, 22, 23 a 16. TakZe najvicsia mozné hodnota ¢isla n je 46.

Uloha 40 ... Vel'mi odporna tuloha

Matej si zostavil elektricky obvod, ktory vidis na obrazku. Pouzil zdroj, ktory vytvaral napéatie 3V, a rezistory
s odpormi 22, 39, 48, 5, 6 a 7). Lenze zabudol, ktory rezistor v obvode na obrazku je ktory. Vie jedine
to, Ze celym obvodom preteka elektricky prad 203 A. Aky elektricky prad v Ampéroch preteka rezistorom

580
s odporom 57
|_[: Il D—‘
L

Riesenie: Odpor Ry paralelného zapojenia rezistorov s odpormi R; a Ry je dany vztahom

Vijsledok: 5

Y
Ry R, Ry
Ri1Ry
Ry=—"—.
"7 R+ Ry

Tri takéto paralelné dvojice st sériovo zapojené v obvode, takze celkovy odpor zapojenia je dany ako siicet
troch zlomkov rovnakého tvaru ako v predoslom vztahu. Celkovy odpor R zapojenia vieme spocitat z napéatia

U = 3V na zdroji a elektrického priadu I = % A, ktory preteka celym obvodom. Je rovny

U 3V 580
R:—:izig
I 2BA 9l

Takze potrebujeme, aby platilo

580 RiR,  RsRy | RsRg
91 Ri+Ry R3+Ry Rs+Rg
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kde R1, Ro, R3, R4, R5 a Rg st v nejakom poradi 2€2, 32, 4Q, 5Q, 6Q a 7. Pozrime sa na tuto rovnost
bez jednotiek. Aby sme dostali ¢islo 91 v menovateli, musi byt najmensi spolo¢ny nésobok menovatelov
R1 + R, Rs + R4 a Rs + Rg nésobkom ¢isla 91. Prvociselny rozklad ¢isla 91 je 91 = 7 - 13, takze asponl jeden
z menovatelov musi byt delitelny ¢islom 13. KedZe ho musime vytvorit ako siu¢et dvoch ¢&isel z mnoZiny
{2,3,4,5,6, 7}, mame iba jednu moZnost — dostat ho ako 6 + 7. To znamena, Ze jednou z dvojic paralelne
zapojenych rezistorov musi byt dvojica rezistorov s odpormi 62 a 7. Rovnakym argumentom musime mat
aj dvojicu rezistorov, ktorej sicet je ndsobkom 7. Jediny sposob, ako to dosiahnut, je mat dvojicu rezistorov s
odpormi 22 a 52 a dvojicu rezistorov s odpormi 32 a 4.
Zostava uz len spocitat elektricky prud, ktory preteké rezistorom s odporom 5§2. Je paralelne zapojeny s
rezistorom s odporom 2 {2, takZe odpor paralelného zapojenia tychto dvoch rezistorov je
Ros — 2Q-5Q :EQ
2Q+50Q 7
Elektricky prud, ktory pretekéa celou touto dvojicou je stéle I, takZe napétie na oboch rezistoroch v tejto
dvojici je
10 273 39

U25:R25I:7Q%A:%V

Napokon, elektricky prad I’ pretekajtci rezistorom s odporom R’ =5 je

7%7%\/739

I' = =2—=——
R 50 290

Uloha 41 ... Vsade samé obdizniky

Majo si nakreslil tabulku m x n, ktora bola rozdelena na mn jednotkovych Stvoréekov. Spocital, ze Ciary
tejto tabulky tvoria spolu 141400 obdlznikov. Kol'ko jednotkovych stvoréekov tato tabulka obsahuje?
Pozndmka: Kazdy $tvorec pokladdme za obdlznik. Napriklad, v tabulke 2 x 3 na obrdzku tvoria ciary tabulky
spolu 18 obdlZnikov.

Viysledok: 700

Riesenie: Potrebujeme vyjadritf pocet obdlznikov v tabulke v zavislosti od &isel m (poéet riadkov) a n (pocet
stlpcov). Pozrime sa na zvislé éiary, ktoré idi tplne zhora tabulky na tplny spodok (tych je n+41), a podobne
sa pozrime na vodorovné ¢iary iduce tuplne zlava tuplne doprava (tych je m + 1). VSimnime si, Ze kazda
dvojica zvislych a kazda dvojica vodorovnych ¢ar uréuje jediny obdiznik. Rovnako aj naopak, ak si vezmeme
obdlznik, tak jeho strany ur¢uja presne dve zvislé a dve vodorovné &ary — tie, ktoré ziskame predlzenim
stran tohto obdlznika. Preto existuje jednoznacné priradenie medzi obdlznikmi a Stvoricami pozostavajtcimi
z dvoch zvislych a dvoch vodorovnych ¢iar.

TakZe potrebujeme spocitat pocet takychto Stvoric. Pre prva zvisli ¢aru mame na vyber z n + 1 zvislych
Glar a pre druhu zvisld ¢iaru méame na vyber zo zostavajucich n zvislych Giar. AvSak takto vyberieme kazdu

dvojicu ¢iar v dvoch roéznych poradiach. Preto vieme dve zvislé ¢iary vybrat w spo6sobmi. Podobne,

13 - v . 9 1
dvojicu vodorovnych ¢iar vieme vybrat w

(m+1)m(n+1)n
4

sposobmi. Takze celkovy pocet spésobom, ako vybrat Stvoricu

¢iar, je . Preto hladame také ¢isla m, n takeé, Ze
(m+1)m(n+ 1)n

4
(m+ 1)m(n + 1)n = 565 600.

= 141 400,
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Moézeme si vdimnut, Ze ¢islo 565600 je delitelné 101 (kedZe 565600 = 5600 - 101), ¢o je prvocislo, takze aspoi
jeden z delitelov na l'avej strane vyssie uvedenej rovnice musi byt delitelny 101. Jedna z moZnosti, ako to
dosiahnut (motivovana tym, Ze ¢islo 565600 je tiez delitelné ¢islom 100), je poloZzit niektoré z ¢isel m a n
rovné 100. Nech to je napriklad m. ZvySok rovnice sa upravi na tvar (n + 1)n = 56, ktory je splneny pre
n = 7. D& sa l'ahko ruc¢ne overit, Ze ak ako jeden z &nitelov zvolime iny nasobok 101, tak uz nedostaneme iné
urcite vacsi ako 800 - 800 = 640 000). To znamené, Ze Majo si musel nakreslit tabulku 100 x 7 (alebo 7 x 100),
ktora obsahuje 100 - 7 = 700 jednotkovych Stvorcekov.

Uloha 42 ... Ostrouhlé satelity

Okolo Zeme obiehaju tri satelity. Ich trajektorie st kruznice so stredom v strede Zeme a so skoro rovnakymi
polomermi. VSetky tieto trajektorie navyse lezia v jednej rovine. Satelity maji motory, ktoré im umoziuja
udrziavat stale rovnaku uhlova rychlost. Prvy satelit obehne okolo Zeme za 90 minit, druhy za 30 minut,
treti za 15 minut a vSetky satelity obiehaju proti smeru hodinovych ruciciek. Ked boli satelity vypustené,
boli skoro na tom istom mieste. Ak4 je pravdepodobnost, Ze v ndhodne zvolenom momente tvoria satelity
vrcholy ostrouhlého trojuholnika?

Vysledok: 3—70 =233%

Riesenie: Prvy satelit obehne Zem za 90 mintut, takze kazdd minttu opiSe uhol % = 4°. Podobne druhy
satelit opiSe kazda minatu uhol % = 12° a tret{ satelit opiSe kazdi minutu uhol % = 24°.

Namiesto pozerania sa na tri obiehajiice satelity moézeme celu situaciu popisovat v ststave rotujucej spolu
s jednym zo satelitov. Hlavna vyhoda tohto je, ze budeme moéct jeden zo satelitov pokladat za nehybny.
Napriklad povedzme, Ze prvy satelit je nehybny. V tejto stistave opiSe druhy satelit kazdd mindtu uhol
12° — 4° = 8° a tret{ satelit uhol 24° — 4° = 20°.

Presunime sa teraz k otézke ostrouhlosti. Satelity st na rovnakej kruznici. Ak niektoré dva z nich tvoria nejaky
priemer tejto kruznice, potom podla Talesovej vety tvoria satelity pravouhly trojuholnik. MéZeme si v&imnit,
Ze toto je v nejakom zmysle hrani¢ny pripad medzi tym, ¢i je trojuholnik ostrouhly alebo tupouhly:

e ak existuje taky priemer kruznice, Ze vSetky tri satelity lezia na rovnakej strane tohto priemeru, potom
satelity tvoria tupouhly trojuholnik,

e ak neexistuje taky priemer, ako je popisané v predoslej odrézke, potom satelity tvoria ostrouhly
trojuholnik.

Ostrouhlost ¢i tupouhlost sa moézu zmenit iba vtedy, ked niektoré dva satelity tvoria priemer kruZznice alebo
ked su niektoré dva satelity v tom istom bode. Pre dvojicu prvy a druhy satelit sa toto stane kazdych

1§8° = 22,5 miniit, Opre dvojicu prvy a treti satelit kazdych 1280(10 = 9 a napokon pre dvojicu druhy a treti
satelit kazdych % = 15 minut. V néasobkoch tychto ¢asov mdzu nastat zmeny:

e Od minuty 0 do minuty 9 (prvy a treti satelit tvoria priemer) — satelity tvoria tupouhly trojuholnik.
e Od minity 9 do mintuty 15 (druhy a treti satelit tvoria priemer) — satelity tvoria ostrouhly trojuholnik.

e Od mindaty 15 do minaty 18 (prvy a treti satelit st v rovnakom bode) — satelity tvoria tupouhly
trojuholnik.

e Od minuty 18 do minuaty 22,5 (prvy a druhy satelit tvoria priemer) - satelity tvoria tupouhly trojuholnik.
e Od mintty 22,5 do mintity 27 (prvy a treti satelit tvoria priemer) — satelity tvoria ostrouhly trojuholnik.

e Od minuaty 27 do minaty 30 (druhy a treti satelit si v rovhakom bode) — satelity tvoria tupouhly
trojuholnik.

e Od minaty 30 do minaty 36 (prvy a treti satelit st v rovnakom bode) — satelity tvoria tupouhly
trojuholnik.
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e Od mintty 36 do mintty 45 (prvy a druhy satelit st v rovnakom bode a oba tvoria priemer s tretim
satelitom) — satelity tvoria tupouhly trojuholnik.

Kvoli tomu, ako st rozmiestnené satelity v minute 45, mézeme vidiet, Ze od mintty 45 do minuty 90 sa
vykonaju rovnaké kroky ako vyssie, akurat v opa¢nom poradi. To preto, lebo ak by sme sa na pohyby satelitov
pozreli v osovej simernosti podl'a priemeru, ktory satelity tvoria v minute 45, videli by sme akoby spatny
pohyb satelitov z mintuty 45 do minaty 0. Preto sa tu uz nestane ni¢ zasadne nové, a tak mozeme vypocitat
pravdepodobnosti z pohybov od mintty 0 do mintty 45. Pocas tychto 45 minit tvorili satelity ostrouhly
trojuholnik medzi minttami 9 a 15 a medzi minatami 22,5 a 27. Dokopy to bolo (15 —9) 4+ (27 — 22,5) = 10,5
minut. TakZe pravdepodobnost, Ze satelity tvoria ostrouhly trojuholnik, je

10,5 21 7

=21 -9 _
45 90 30 3,3%
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noksztalcace o Surany: Gymnazium Bernoldkova e Torun: IV Liceum Ogoélnoksztatcace im. Tadeusza Kosciuszki e
Trenéin: Gymnazium Ludovita Stira e Trnava: Gymnazium Jana Hollého e TFebi¢: Katolické gymnazium e Usti
nad Labem: Univerzita Jana Evangelisty Purkyné, Multifunkéni centrum e Warszawa: V Liceum Ogolnoksztatcace
im. Ksiecia Jozefa Poniatowskiego ¢ Wien: Universitdt Wien & Erwin Schrodinger Institute ¢ Wroclaw: Centrum
Ksztalcenia Ustawicznego Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu



