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Ahoj,

Pravé se Vam do rukou dostala brozurka zadani a feseni tiloh soutéze Naboj Junior 2023. Naboj
Junior je matematicko-fyzikalni soutéz pro ¢tyf¢lenné tymy zakt druhého stupné zakladnich skol a
odpovidajicich ro¢nikii viceletych gymnazii. Soutéz trva 120 minut, béhem kterych se tymy snazi
vyteSit co nejvice tloh zamérenych nejen na znalosti z matematiky a fyziky, ale i na schopnost
pristupovat k tloham inovativné a s duvtipem.

Dne 24. listopadu 2023 probéhl 11. roénik Nédboje Junior. V Ceské republice se letos zicastnilo soutéze
328 tymi. Néaboj Junior probéhl v 54 méstech v Cesku, na Slovensku a v Polsku. Soucasné se soutéz
konala v online verzi ve Spanélsku, Nizozemi, Belgii a v Chorvatsku.

V ¢eskym méstech je soutéz organizovana nadsenymi uciteli a studenty stfednich skol, ktefi vénuji
svij ¢as a energii, aby umoznili mladsim zaktm z regionu zasoutézit si a provérit svoje védomosti.
Cilem Naboje Junior je rozvijet nadani déti v oblasti matematiky, fyziky a ukazat Sirokému spektru
zaki, ze prirodni védy skryvaji mnoho zajimavosti, vyzev a prilezitosti.

Soutéz Naboj Junior vznikla jako spolecny projekt obcanského sdruzeni Trojsten a korespondencniho
seminare MFF UK Vyfuk. Clenové organizaci jsou vysokoskolsti studenti Fakulty matematiky, fyziky
a informatiky UK v Bratislavé a Matematicko-fyzikalni fakulty UK v Praze, ktefi se snazi o rozvoj
nadani studentii a zvyseni zajmu o prirodni védy.

Tésime se na Vés pristi rok

Koresponden¢ni seminar Vyfuk
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Priklad 1 ... Sbirani oblazkua

Alice s Bobem sbiraji na plazi oblazky. Alice uz mé o 49 oblazku vic nez Bob, takze se s nim rozhodla podaélit.
Dala tedy Bobovi 11 jejich oblazkt. O kolik oblazka ma nyni Alice vic nez Bob?

Viysledek: 27

Reseni: Pokud da Alice Bobovi 11 oblazki, bude mit o 11 méné a Bob ziska 11 oblazkt. Tim padem se rozdil
oblazki, ktery oba maji, zmensi o 11 4+ 11 = 22. Nakonec tedy Alice bude mit o 49 — 22 = 27 vice oblazku
nez Bob.

Priklad 2 ... Ridi¢ka taxiku

Tereza je profesionélni Fidicka taxiku. Zjistila, ze ujela 10800 kilometra za prvni 3 mésice roku 2023, a Ze za
tu dobu neopustila své auto. Jakd byla pramérna rychlost Terezy v km/h béhem tohoto obdobi?

Vysledek: 5

Resend: Prvni 3 mésice roku 2023 maji po fadé 31, 28, a 31 dni. Dohromady tedy maji 31 + 28 + 31 = 90 dni,
coz je 90 - 24 = 2160 hodin. Tereza tedy ujela 10800 kilometra za 2160 hodin. Tim padem jeji primérna

-+ 10800k
rychlost musela byt ~5ie7™ = 5km/h.

Priklad 3 ... Krabice

Lauru fascinovaly krabice, které méla ve svém pokoji. Rozhodla se je tedy nakreslit. Jeji kresbu muzete
vidét na obrazku. Kazdy ze ¢tvercti na mé stranu délky 2 cm. Jaka je celkova délka v8ech tisecek na obrazku
v centimetrech?

Vysledek: 56

Reseni: Na nakresleni spodnich 4 ¢tvercii potiebovala Laura nakreslit 13 tsefek. Na nakresleni vyssich
3 ¢tverct potiebovala dalsich 7 tsecek. Dalsi dva ¢tverce potom vyzadovaly 5 tsecek a na jeden horni ¢tverec
potiebovala 3 tisecky. Dohromady tedy nakreslila 13 + 7 + 5 + 3 = 28 tsecek. Kazda z nich je dlouhé 2 cm,
takZe celkova délka je 28 - 2cm = 56 cm.

Piiklad 4 ... Americky problém

Michaela si zajela na vylet do USA a v8imla si, Ze pouzivaji jiny mérny systém. Koupila si plechovku koly
s objemem 12 oz. Na etiketé si pTecetla, ze americka kola obsahuje 150 kilokalorii v jedné plechovce. Kolik
kilokalorii by Michaela ziskala, kdyby vypila 100 ml americké koly?

Pozndmka: Nékteré pievody naleznete v tabulce konstant.
Viysledek: 45

Reseni: Pokud se podivame do tabulky konstant na prevody, zjistime, Ze 36 0z je 11. Tim padem je objem

plechovky v litrech 3}5203;1 = 1 1. Tim pédem je v kazdém litru koly 3150 = 450 kilokalorii, pak tedy v kazdych

100 ml je 450 : 10 = 45 kilokalorii.




N&aboj Junior XI. ro¢nik 24. 11. 2023

Priklad 5 ... Zlaty poklad

Ivan a jeho piratsti kamarédi nasli truhlu plnou zlatych minci a rozhodli se podélit o penize rovnym dilem.
Ukazalo se, ze pokud by v bedné bylo o 48 minci méné, kazdy by dostal o 6 minci méné. Kolik piratskych
kamaradi ma Ivan (pokud nepocitame Ivana samotného)?

Vysledek: 7

Reseni: Pokud by truhla méla o 48 méné minci, kazdy pirat by dostal o 6 minci méné, nez aktuilné ma.
Tim padem musi byt celkem 48 : 6 = 8 piratii. ProtoZze mame zjistit, kolik piratskych kamaradi mé Ivan,
dostaneme 8 — 1 = 7.

Priklad 6 ... Bé&hani kolecek

Misa s RiSou kazdodenné chodi 18 minut béhat (v kuse, bez pauz). Oba béhaji po kruhové trati, aviak MiSova
mé polomér 70 metri a RiSova 35 metrd. Jedno kole¢ko zvladne MiSa ub&hnout za 3 minuty, zatimco Risa
za 2 minuty. Pfed zacatkem tréninku si zméfili délku jednoho kroku, ktera jim vysla 100 centimetra. Kolik

kroka dohromady budou mit po konci jejich béhu? Vysledek zaokrouhlete na desitky.

Pozndmka: Mizete vyuzit aprozimace m = 22

=8
Viysledek: 4620

Reseni: Za 18 minut MfSa ubéhne 18 : 3 = 6 kolecek. Kazdé jeho kolecko mé délku 27 - 70 m = 1407 m, takze
ubéhne vzdalenost 6 - 140m m = 8407 m, a tedy stejny pocet krokt. Podobné RiSa ubéhne 18 : 2 = 9 kolecek
s délkou 27 - 35m = 707 m. Ubé&hne vzdalenost 9 - 70mr m = 6307 m, a tedy stejny pocet kroki. Dohromady
tedy udélaji 8407 + 630w = 14707 kroki. Pokud pouZijeme aproximaci m = %, dostaneme, ze udélali

1470 - 22 = 4620 kroki.

Pozndmka: Pokud pouZijeme hodnotu m = 3,14, dostaneme vyjsledek 4615,8, ktery se bude po zaokrouhleni na
desitky rovnat vysledku vyse.

Priklad 7 ... Zavirani dveri

Alex byl fascinovan mechanismem, ktery automaticky zavira dvere. Tento mechanismus zkousi zaviit dvefe
po tom, co byly otevieny. Alexovy dvefe maji §ifku 80 cm a mechanismus je umistén 15cm od panti. Systém
pusobi na dvefe silou 48 N. Jaka minimaln{ sila je potieba k otevieni dvefi?

15cm

C

80 cm

Vysledek: 9

Reseni: K otevieni dverf minimalnf silou potfebujeme dosdahnout rovnosti momenta sil. Moment sily M
zaviractho mechanismu je roven sile nasobené vzdélenosti od pantd M = 48N - 15cm = 720 N cm. Pouzitim
stejné rovnice dostaneme sflu F' potfebnou k otevieni dveii ve vzdélenosti a = 80 cm:

M 720Ncm

F=__
a 80 cm

=9N.
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Priklad 8 ... Omotani Zemé

Eva si koupila velmi dlouhy provaz, se kterym by po rovniku mohla obtocit Zemi. Adam se v8ak rozhodl,
ze si koupi jesté delsi provaz, se kterym by mohl Zemi obtocit po rovniku ve vySce 1 metr nad povrchem.
O kolik metru vice bude mit Adamutv provaz? Zaokrouhlete na 2 desetinnd mista.

Pozndmka: Predpoklddejte, Ze Zemé md tvar dokonalé koule.
Vysledek: 6,28

Reseni: Pfedpokladame-li Zemi jako dokonalou kouli, provaz obto¢eny na jejim povrchu opisuje dokonaly
kruh. Ozna¢me si polomér Zemé r. Délka Evina provazu tedy bude 27r. Adamiv provaz oproti tomu vytvorii
kruh, jehoz polomér je r + 1 m. Tim padem jeho provaz musi mit délku 27 (r 4+ 1 m). Rozdil v délkach provazu
Adama a Evy tedy bude 27 (r + 1m) — 277 = 27 m = 6,28 m.

Priklad 9 ... Opticka hra

Marcel méa optickou hru sestavajici z miizky 3 x 4, jak je ukdzano na levém obrazku. Do kazdého ¢étverce
musi umistit oboustranné zrcadlo tak, aby thel mezi zrcadlem a sténami ¢tverce byl 45°. Poté si Marcel
vezme laser, kterym posviti na soustavu zrcadel tak, aby paprsek do mfizky vstupoval a vystupoval z ni,
jak je znazornéno na obrazku. Jeden mozny zptisob umistén{ zrcadel je nakreslen na obrazku vpravo. Jaky
je minimalni pocet odrazi paprsku tak, aby do miizky vstupoval a vystupoval z ni, jak je zndzornéno?

21?7
21?7

21?7 N\

ool

Vysledek: 5

Reseni: Pokazdé, kdyz Marceltuv paprsek zasahne zrcadlo, zméni smér o 90° bud doleva, nebo doprava (zalezi
na orientaci zrcadel). Je snadné najit konfiguraci zrcadel, kde je potfeba pouze 5 odrazu (orientace zrcadel
v prazdnych ¢tvercich je nepodstatné):

Snadno pozname, Ze paprsek nemohl jit nejkratsi cestou, tedy pouze pies 3 policka (ve vice polickach by totiz
neménil smér). Navic si mizeme v§imnout, Ze pocet odrazii musi byt nutné lichy, protoze po sudém poc¢tu
odrazii paprsek sméruje horizontalné, zatimco my chceme, aby vysel vertikilné.

Pocet odrazi tedy musi byt liché ¢islo vétsi nez tii, coz znamena, Ze 5 je skute¢né hledany nejmensi pocet
odrazii.

Priklad 10 ... Hruby problém

Tomas vymyslel novy typ ¢isel, ktery pojmenoval hrubd ¢isla. Hrubé Cislo je takové celé ¢islo, jehoz Cislice
jsou vSechny stejné. Kolik hrubgjch c¢isel vétsich neZ deset a mensSich nez milion existuje?

Vijsledek: 45
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Resent: Pokud vyuzijeme pouze ¢islici 1, dostaneme 5 hrubych ¢isel v zadaném okruhu, jmenovité 11, 111,
1111, 11111 a 111111. Obdobné dostaneme 5 hrubych ¢isel pro kazdou z ¢islic 2 az 9. Pro ¢islici 0 nedostaneme
zadna hruba ¢isla. Celkem je tedy 9 - 5 = 45 hrubych ¢isel vétsich nez 10 a mensSich nez milion.

Priklad 11 ... Stara tabulka

Dan nasel na pidé starou hraci tabulku, které je zobrazené na obrézku. Zjistil, Ze musi napsat ¢isla 0, 1, 2, 3,
4,5 a 6 do ¢tverecki tabulky tak, aby kazdé ¢islo bylo zapsano pravé jednou. Navic musi zajistit, aby soucet
v kazdém sloupci byl stejny. Danovi se povedlo poskladat tabulku vSemi moZnymi riznymi zptsoby a vzdy si
poznamenal souéin ¢isel v prostifednim sloupci. Kolik rtznych vysledki ziskal?

Vysledek: 1

Reseni: Soutet viech &isel na tabuli je0+142+3+4+5+6=21. To znamena4, Ze soucet ¢isel v kazdém
sloupci je 21 : 3 = 7. Tim padem 0 nemtze byt ani v prvnim, ani ve tfetim sloupci, protoze dalsi ¢islo by
muselo byt 7, ale to nemame v nabidce. To znamena, Ze ¢islo 0 vyuZijeme v prostfednim sloupci, coz bude mit
za nésledek, Ze soudin ¢isel v prostfednim sloupci bude vzdy pravé 0. Dan tedy mohl ziskat pouze 1 vysledek,

a to 0.

Pi#iklad 12 ... Cas na koupel

Petr ma vanu o objemu 1501. Vana se napousti kohoutkem s priatokem 0,21/s. Pokud ovSem neni ucpana
vypust, voda vytéka s prutokem 0,051/s. Petr nechal vanu napoustét, ale zapomnél zacpat vypust. O kolik
sekund déle bude trvat naplnit vanu, neZ kdyby vypust pfed napousténim zaviel?

Vygsledek: 250

Reseni: Pokud by Petr nezapomnél zaviit vypust, vana by se napustila za 1501 : 0,21/s = 750s. Kdyz
ale Petr vypust nezacpal, snizil se pritok vody na 0,21/s — 0,051/s = 0,151/s. Vana se tedy napusti za
1501:0,151/s = 1000s, takze jeji napousténi bude trvat o 1000s — 750 s = 250s déle.

Piiklad 13 ... Sachy

Vilém si hraje se Sachovymi figurkami. Nyni tahne s kralem. Ten se muze hybat na jakékoliv policko, které se
dotyka jeho nyné&jsi pozice bud hranou, nebo rohem, ale na policku uz nesmi stat jina figurka. Vilém rozestavil
figurky tak, jak vidime na obrazku. Na kolik rozdilnych poli se mohl kral dostat presné po dvou tazich?

t f F

1

5

i
P
Dl

Vysledek: 16

Reseni: Po prvnim tahu se kral mohl presunout na jakékoliv pole vyznadené na obréazku:
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gD g

g e
Do 1% Do

Nyni je otézka, na jakd dalsi pole se miize presunout v nésledujicim tahu z pozic, které jsme nasli po prvnim
tahu. Snadno zjistime, Ze krél se muze presunout na néasledujicich 16 poli:

g

Y A YD)

g0 NG

0 [0g (0 [pe [0
g 0g: (pe

g0 g Do 0%
g pe 1% Do

Piiklad 14 ... Rozsttrizeny ¢tyitahelnik

Adam se nudil pfi hodiné matematiky, takZe si nakreslil ¢tyfihelnik s obvodem 49 cm. Potom se rozhodl
rozstiihnout ¢tyfahelnik na 2 trojuhelniky v jedné jeho diagonale. Zjistil, Ze soucet obvodi novych trojihelnikt
je T7cm. Jaka je délka diagonaly, podle které Adam ptuvodni ¢tyitihelnik rozstiihl?

Vysledek: 14

Resend: Dva nové trojihelniky ptvodniho ¢tyfahelniku maji strany ptivodniho ¢tyrfihelniku a diagonaly,
podle které byl rozstfiZzen (jedna v kazdém trojthelniku). To znamené, Ze novy obvod je roven obvodu
ptvodniho ¢tyrahelniku zvétseného o dvé délky diagonaly. Protoze se celkovy obvod zvétsil o dvé diagonaly,
tedy 77 cm — 49 cm = 28 cm, délka jedné diagonily je 28 cm : 2 = 14 c¢m.

Priklad 15 ... Hod', b&Z a nechytej

Martin jede na skateboardu rychlosti 9km/h. Rozhodl se hodit pfimo nad sebe micek tak, ze dopadl na
zem za 4 sekundy. Hned po odhozeni micku Martin zrychlil na 18 km/h. Jaka je vzdalenost v metrech mezi
Martinovym skateboardem a mickem v momenté, kdy mic¢ek dopadne na zem?

Pozndmka: Predpoklddejte, Ze odpor vzduchu je zanedbatelns.
Vijsledek: 10

Resent: Hned po odhozeni micku bude horizontalni slozka jeho rychlosti 9 km/h = 2,5m/s. Martin mezitim
zrychlil na 18 km/h = 5m/s. Relativni rychlost mezi Martinem a mi¢kem tedy bude 5m/s—2,5m/s = 2,5m/s.
Proto po 4s, kdy mi¢ek dopadne na zem, bude vzdalenost mezi mickem a Martinem 2,5m/s-4s = 10m.

Piiklad 16 ... Cas slavit

Alice, Bétka, Cecilie a Dominika §ly na oslavu. Kazdé divka pfisla v jiny ¢as. Po prichodu kazda vyslovila
nepravdivy vyrok:

Alice tekla: ,Prisla jsem jako druha.“

Bétka tekla: ,Prisla jsem diive nez Alice.”

Cecilie fekla: ,,Ptisla jsem pozdé&ji nez Alice.”

Dominika fekla: ,,P¥isla jsem jako prvni.®
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V jakém potadi divky dorazily?

V odpovédi nahrad jméno kazdé z divek odpovidajicim pismenem, tzn. pokud by odpovidajici pofadi divek
bylo Alice, Bétka, Cecilie, Dominika, odpovéd by byla ABCD.

Vijsledek: CDAB

Resend: V prvnim kroku zkusime rozhodnout, na jaké pozici byla Alice. Protoze jsou v8echny vyroky lziveé,
Alice nemohla byt druha. Bétka s Cecilii prisly po fadé po Alici a pfed Alici. To znamena, ze néktera z divek
bude jak pred, tak po Alici, coZ ji znemoziiuje byt prvni nebo posledni. Jedind zbyvajici moznost tedy je, ze
Alice prigla jako tieti. Bét¢in nepravdivy vyrok, ze piisla pfed Alici znamena, Ze musela dorazit po ni, takze
jako posledni. Dominika nedorazila prvni, coz ji nechdva druhé misto, protoze tieti a ¢tvrté misto uz jsou
zabrané. V poslednim kroku pfipiSeme prvni misto Cecilii, jako posledni zbyvajici volné. Je ziejmé, Ze jeji
pozice neodporuje jejimu vyroku. Tim péddem je vysledné poradi, ve kterém divky dorazily, Cecilie, Dominika,
Alice, Bétka (CDAB).

Priklad 17 ... Brnénské saliny

Jarda jednou cestoval po Brné tramvaji ¢islo 12. Vsiml si, Ze pramérné kazdé dvé minuty vidél tramvaj ¢. 12
jedouci opa¢nym smérem. Pomyslel si, Ze neni spravedlivé, Ze tramvaj ¢islo 5, kterou jezdi do Skoly, zastavuje
na zastavce kazdych Sest minut, zatimco tramvaj 12 jezdi tak ¢asto. O kolik vice tramvaji 12 obslouz{ zastavku
za jednu hodinu nez tramvaji 57

Vygsledek: 5

Reseni: Spocitejme interval tramvaje 12. Kdyz Jarda jede v tramvaji, jeho relativni rychlost vuéi protijedouci
tramvaji je dvojnasobek skute¢né rychlosti tramvaji. To znamena Ze vidi, Zze vzdalenost dvou po sobé jedoucich
tramvaji ubiha dvakrét rychleji. Tim padem je redlné doba obsluhy zastavek dvakrat delsi nez interval, ve
kterém Jarda pozoruje tramvaje v protisméru. Tramvaj 12 tedy jezdi na zastavku kazé 2 - 2 = 4 minuty. Za
hodinu tedy pfijede na zastavku 60 : 4 = 15 tramvaji linky 12.

Obdobné 60 : 6 = 10 tramvaji 5 prijede na zastavku kazdou hodinu. Tramvaj 12 tedy za hodinu pi¥ijede na
zastavku o 15 — 10 = 5 vicekrat nez tramvaj 5.

Priklad 18 ... DokaZem to opravit?

Borek stavitel chce vytahnout krabici do vyssiho podlazi budovy. Vzal si kladku, sestavil mechanismus jako na
obrazku a premysli. Krabice vazi 25 kg a koeficient smykového tfeni mezi krabici a zd{ je 0,2. Jakou miniméalni
silou (v newtonech) musi Bofek tahat za provaz, aby se krabice pohnula nahoru?

>

F=?

m—

25 kg

f=0,2

Vysledek: 250

Resend: Musime se zamyslet, jak tfeni ovliviiuje krabici. TTeci sila ptisobi mezi dvéma télesy, které na sebe
ptisobi ur¢itou tlakovou silou. V nasem piipadé ale krabice Zadnou tlakovou silou na zed neptsobi, takZze na
krabici neptisobi zadna tieci sila. To znamena, Ze jedinou silou (kromé té, kterou taha Botek) pusobici na
krabici je tthova sila F, = mg, kde m = 25kg je hmotnost krabice. Bofek musi tedy tahat silou F' se stejnou

velikosti, jako je tihova sila krabice, tedy F' = mg = 25kg - 10 N/kg = 250 N.
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Priklad 19 ... Bobule

Karolina pofadéa ochutnavku svych dzemt. Ve spizi ma 10 sklenic malinového, 15 bortivkového, 7 ostruzinového,
15 brusinkového a 9 jahodového dzemu. Chcee vzit alespon jednu sklenici kazdého typu. Navic vi, Ze jeji kamaradi
maji nejradé€ji bortivky a maliny, proto chce vzit alespon 2 sklenice malinového dZzemu a 5 bortivkového. Ve
spizi je ale tma a neni schopné rozeznat jednotlivé sklenice s dzemem od sebe. Kolik minimélné sklenic musi
Karolina vzit, aby splnila vSechny své pozadavky?

Vijsledek: 50

Resent: Pozadavky Karoliny jsou vzit si alesponi 2 malinové, 5 boruvkovych, 1 ostruzinovou, 1 bortvkovou
a 1 jahodovou sklenici dZzemu. Zamyslime se nad tim, co by se stalo, kdyby néktery z téchto pozadavku
nebyl splnén. Nejhorsi takovy pripad, aby neméla 2 malinové je, kdyZ si vezme vSechny ostatni sklenice a
1 malinovou k tomu, tedy 14+ 154741549 = 47 sklenic. Pokud si jich vezme 48, tento problém nemtze nastat.
Podobné pro borivky by problém nastal, pokud by vzala vSechny ostatni marmelady a 4 bortivkové k tomu,
tedy celkem 10+ 4 + 7 + 15 4+ 9 = 45 sklenic. Celkem tedy musi vzit minimélné 46 sklenic. Pokud opakujeme
stejny napad pro ostruziny, brusinky a jahody, zjistime, Ze musi vzit alesponr (10 + 15+ 0+ 15+ 9) + 1 = 50,
(10+1547404+9)+1 =42 nebo (104 15+ 7+ 15+ 0) + 1 = 48 sklenic. Zkombinujeme-li vechny podminky,
zjistime, Ze jich bude dosaZeno, pokud vybereme nejvyssi z ¢isel 48, 46, 50, 42, 48. Karolina tedy bude muset
vzit 50 sklenic dzemu.

Piiklad 20 ... Tour de Naboj

Trasa cyklistického zavodu se sklada ze samych kopct — jedna tietina jsou vyjezdy a dvé tietiny sjezdy. Po
zédvodé byla zvefejnéna analyza jizdy vitéze. Ten dosahl primérné rychlosti 24km/h a ve vyjezdu stravil
tiikrat vice Casu nez ve sjezdu. Jaka byla primérna rychlost vitéze ve sjezdovych pasazich (v kilometrech za
hodinu)?

Vysledek: 64

Reseni: Necht je s délka drahy a t cas vitéze v cili. Vime, Ze primérna rychlost vitéze je 24km/h, tedy
ze § = 24km/h.

Dvé tietiny vzdélenosti zavodu byly z kopce, takZze vzdalenost ¢asti z kopce je %s. Déle vime, ze vitéz stravil
3krat vic ¢asu v castech do kopce, tedy %t v ¢astech z kopce. Prumérna rychlost z kopce je tedy:

Wi
Va)
o

S

t 3t

4
Il
.NH‘
Il
|

s

Po dosazeni § = 24km/h zjistime, Ze pramérna rychlost je ciselné:

8
=5 - 24km/h = 64l /h.

<
Il
w| oo
SV

Priklad 21 ... Magicky c¢tverec

Kacka si hraje s takzvanym magickym ¢tvercem. Musi ¢isly vyplnit policka v tabulce 3 x 3 tak, aby soucet
¢isel v kazdém radku, sloupci i obou diagonaléch byl stejny. Kacka uz vyplnila néktera z ¢isel. Jaky je soucet
péti Cisel, ktera jesté nejsou zapsana v tabulce?

17|16

15 19
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Vigsledek: 95

Reseni: Podivejme se na posledni fadu a druhy sloupec. Vime, Ze mus{ mit stejny soucet a zarovenn spolu
sdili jeden ¢tverec. Druhy sloupec a posledni fada musi mit tedy i stejny soucet na pozicich, které nemaji
sdilené. Soucet 15 a 19 tedy musi byt stejny jako soucet Cisla 16 a ¢isla v prostfednim ¢tverci. Tenhle soucet
je 15 4+ 19 = 34, takze ¢islo v prostfednim sloupci musi byt 34 — 16 = 18.

17|16

15 19

Tim jsme dokon¢ili souCet na jedné z diagonal, takze soucet ¢isel v kazdém Tadku, sloupci i diagonéle musi
byt 17 4+ 18 + 19 = 54. Nyni jiz je snadné doplnit zbytek tabulky.

17|16

15 19

Nakonec spocitdme soucet ¢isel, kterd Kacka doplhovala: 21 + 22 + 18 + 14 4+ 20 = 95.

Priklad 22 ... Svaredska

Anicka svafila z dratu se specifickym elektrickym odporem 0,1 Q/m zvlastni atvar. Skladal se z dratu o délce
1m, rovnostranného trojihelniku o délce strany 3 m, rovnostranného trojthelniku o délce strany 6 m a dratu
0 délce 1 m. Cely vytvor mizete vidét na obrizku. Spocitejte celkovy odpor tohoto obvodu mezi vrcholy

A a B v ohmech.
A /\Mw im

Im 3m B

Vysledek: 0,8

Reseni: Mtzeme zaménit kazdy 1m dratu za rezistor s odporem Ry = 0,1). Pokud tak u¢inime, dostaneme
nésledujici diagram:

Nyni mtzeme pouzit klasické vzorce pro rezistory zapojené sériové a paralelné pro vypocet celkového odporu
mezi body A a B. Zjistime, Ze celkovy odpor je:

1 1
R=Ry+ I — + I 4+ Ry=8Rp=8-0,12=0,80

6Rg + 3Ro 6Ro 12Ro

10
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Priklad 23 ... Horka koupel

Anezka nema rada studenou vodu v bazénu, proto se rozhodla koupit si solarni panely. Jeji bazén ma objem
150hl a rada by ho ohféla z 29°C na 33°C za 10 hodin piimého slune¢niho svétla. Vi, Ze 1 m? solarnich
panelil na pifimém sluneénim svétle méa vykon 1,4kW. Kolik m? solarnich paneltt bude Anezka potiebovat,
aby ohfala vodu v bazénu na zddanou teplotu v pozadovaném Case?

Viysledek: 5

Reseni: Voda o objemu V = 150 hl ma hmotnost m = Vp,4e. K ohifati vody z teploty t; = 29°C na
ts = 33°C musime dodat teplo Q@ = cyodam(t2 — t1) = CyodaV Pvoda(te — t1). Tohle teplo se musi rovnat
energii, kterou ziskame ze solarnich panelii. Ty maji vykon Py = 1,4kW/m? na jednotku povrchu, takze
pokud je celkové plocha solarnich paneli S, pak maji vikon P = FPyS. Za ¢as t = 10h tedy vykonaji praci
W = Pt = PySt. Tato hodnota se musi rovnat energii dodané vodé, dostavame tedy:

W=aQ
POSt = Cvodavpvoda <t2 - tl)
g CoodaV Pooda(tz —t1)  4200J/(kg°C) - 15m* - 1000kg/m? - (33°C — 29°C) 5 2

Pot 1400 W/m? - 36 000 s

Anezka potiebuje 5 m? solarnich panelt.

Priklad 24 ... Fotbal na Matfyzu
Tym fyzika hraje v soutézi Nédboj cup proti tymu matematikii. V polocase bylo skoére 3 : 2 pro fyziky, ale
zépas skonéil 4 : 5 vitézstvim matematiki. Kolik je riznych pofadi, ve kterych mohly padnout goly?

Vysledek: 40

Resent: Mizeme reprezentovat poradi géli pomoci Fetézce pismen F a M, kde F reprezentuje gol vstieleny
fyziky a M gol vstieleny matematiky. S touto notaci vidime, Ze existuje 10 moznych pofadi, ve kterém mohly
byt zahrédny goély v prvnim poloc¢ase: MMFFF, MFMFF, MFFMF, MFFFM, FMMFF, FMFMF, FMFFM,
FFMMF, FFMFM, FFFMM. Stejné uréime pocet moznosti, ve kterych mohly byt vstieleny goly ve druhém
polocase jako 4: FMMM, MFMM, MMFM, MMMEF. ProtoZe jsou prvni a druhy polocas nezévislé ¢éasti zapasu,
kazdé poradi gola z prvniho polocasu mizeme spéarovat s jakymkoliv poradi z druhého polocasu. Celkovy
pocet, ve kterém mohly byt zahrany goly, je tedy 10 - 4 = 40.

Priklad 25 ... Stabilni robot

Védci chtéji zkoumat hlubokou diru s ¢tvercovym priifezem, kterou vykopali. Vypustili tedy do diry malého
robota s hmotnosti 15 kg. Aby se robot stabilizoval, zacal tlacit svymi ¢tyfmi rameny na stény diry. Kazdé
rameno tlacilo silou F'. Védci rychle zjistili, Ze koeficient tfeni mezi rameny a sténami diry je 0,3. Také
nakreslili nacrtek situace, jako je na obrazku. Jaka je nejmensi sila F' v newtonech, kterou musi robot tlacit,
aby zustal stabilni?

~

o
I

“—

€0=4
%
”

f=0,3

*
]
(=
w

Vyysledek: 125
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Reseni: Pokud robot tlagf silou F do vsech stran, pak treci sila na kazdé strané je F; = fF a mifi nahoru,
kde f je koeficient t¥eni f = 0,3. Naopak tihova sila I, = mg piisobi na robota smérem doli. Aby byl robot
stabilni, musi byt tihova sila stejné velka, jako soucet vSech ¢ty tfecich sil. Dostavame tedy:

F, = 4Fy
mg =4fF
mg
F=—
af

Sila F' tedy musi byt:
Fo 9 _ 15kg - 10N /kg

-9 _ = 125N
Af 4.0,3

Priklad 26 ... Nové logo

Pavla vytvafela nové logo pro sviij obchod. Zacala nakreslenim rovnobé&Zzniku s délkou jedné strany 12 cm.
Zjistila, ze muze do rovnobézniku nakreslit dva pravidelné Sestitihelniky, jako na obrézku. Jaka je délka strany
téchto Sestithelnikil v centimetrech?

12 cm

Vysledek: 3

Resent: Kazdy Sestithelnik miizeme rozdélit na 6 stejnych rovnostrannych trojihelniki. Diky tomu mtzeme
tyto stejné trojuhelniky dokreslit i kolem Sestithelniki, jak je nac¢rtnuto zde:

12 cm

Odtud jasné vidime, ze délka strany Sestithelniku (ktera mé stejnou velikost jako strana trojahelnikii) je
12cm : 4 = 3cm.

Priklad 27 ... Na dno oceanu

Pirat Patrik bojoval s piratem Ivanem. Jeho lod byla zasazena délovou kouli a nyni do jeho lodi vnik4 501
vody kazdou sekundu. Patrik zacal poéitat, kolik ¢asu mu zbyva, neZ se jeho lod uplné potopi. Aproximoval
svou lod jako duty kvadr s rozméry 10m x 3m x 2m a hmotnosti 5 t. Kolik ¢asu v sekundach Patrikovi zbyva,
nez se jeho lod kompletné potopi?

Vysledek: 1100

Reseni: Lod se kompletné potopi ve chvili, kdy tihova sfla bude stejné velka jako sila vztlakova. Maximalni
vztlakova sila, kterd miiZe pisobit na lod s objemem V', je Fi,. = V pyodag. Tihovou silu muzeme rozdélit
na dvé ¢asti — tihovou silu, ktera piisobi na lod, a tihovou silu piisobici na vodu, ktera jiz stihla do lodi natéct.

12
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Tihové sila ptisobici na lod s hmotnosti m je rovna m is Fy, = mg. Voda do lodi vtéka s prutokem @), takze
po Case t nateCe voda o objemu V' = Qt. Tihova sila pusobici na vodu v lodi tedy bude Fy, = Qtpyodayg-
Ziskdme tedy Cas t z celkové rovnice F,, = F,, + Iy, t:

vaodag =mg+ Qtpvodag

t = vaoda -—m
vaoda

Lod se tedy potopi za ¢as

~ Vpuoda —m _ (10m-3m-2m) - 1000kg/m* — 5000 kg

t =
QPvoda 0,05m3/s - 1000 kg /m?3

=1100s

Priklad 28 ... Soucet letopocta
Eva a Bétka pocitaly soucet letopocti, které prozily. Ukazalo se, ze Evin vysledek byl o 19945 vétsi nez
Bétc¢in. V jakém roce se Eva narodila?

Vygsledek: 1990

Reseni: Obé divky pricitaly letopoCty od roku, ve kterém se kazda narodila, az po rok 2023. Eva ziskala
vyssi vysledek, coz znamena, ze pricitala i letopocty, které Bétka ne. ProtoZze kazdy rok mutzeme aproximovat
na 2000, pocet s¢itanct, které pric¢itala jen Eva, je 19945 : 2000 = 10. To znamena, Ze ¢isla pfidand pouze

Evou jsou x, x + 1, ..., x + 9, kde x je rok, ve kterém se Eva narodila. Jejich soucet je 10 x + 45. Timto
zpusobem ziskdme rovnici 10x + 45 = 19945, ze které zjistime, Ze se Eva narodila v roce x = %%745 = 1990.

Priklad 29 ... Navrat optické hry

Marcel mél optickou hru, ktera se skladala z tabulky o rozmérech 3 x 4, jak je vidét na levém obrazku.
Je t¥eba umistit oboustranné zrcadlo na kazdy ¢tverec tak, Ze tthel mezi stranami ¢tverce a zrcadlem je 45°.
Tentokrat si Marcel vzal laser a vyslal paprsek svétla, ktery se vratil jako na obrézku. Jedna z moznych
situaci, ktera se mohla stat, je zndzornéna na pravém obrazku. Ted se vSak Marcel zamyslel nad jinou otazkou
neZ predtim: Kolik raznych trajektorii (spolu s tou na pravém obrazku) by mohlo svétlo mit, aby paprsek
vstoupil 1 vystoupil tak, jak je znédzornéno?

21??]? NN\ 1/
21??]? ANAN
Plpiglel Ny

Vijsledek: 11

Resent: Mame vzdy dvé moznosti orientace prvniho a posledniho zrcadla. Diky tomu dostaneme moznosti
dalsiho doplnéni zrcadel, jak je vidét na nasledujicich obrazcich (pro lepsi predstavu nekreslime paprsky
a zrcadla, jejichZ orientace je nepodstatna):

13
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Vidime tedy 1+ 3 + 3 4+ 4 = 11 moznych trajektorii paprsku.

Priklad 30 ... Rovnobéznik

Andrej nakreslil takovy obdélnik ABCD, ze AB : BC =9 : 8. Body E a F vyznadil po fadé na tseckach
BC a CD tak, 7e CE = BE a DF = 2 - FC. Poté zkonstruoval étyfihelnik ABEF. Zeptal se kamarada
Milose, jaky je obvod ¢tyiuhelniku ABEF v centimetrech a svého kamardda Vaclava na hodnotu obsahu
étyruhelniku ABEF v centimetrech ¢tvere¢nich. Ukazalo se, Ze dostali stejnou &iselnou hodnotu. Urcete
hodnotu obvodu obdélniku ABC'D v centimetrech. Vysledek odevzdejte jako zlomek v zakladnim tvaru.

. . 68
Vijsledek: =

Reseni: Necht jsou délky stran obdélniku ABCD AB = 9z a BC = 8.
Nejprve spocitame obvod ¢tyithelniku ABEF. Délky odvésen v pravouhlém trojuhelniku ECF jsou 4x

a 3z. Diky Pythagorové vété ziskame EF = ./(4z)? + (3z)?2 = 5. Podobné to bude i s pravouhlym
trojthelnikem F'DA, kde jsou délky stran 6z, 8¢ a FA = /(6x)? + (82)?2 = 10z. Proto bude obvod
¢tyrahelniku 9z + 4x + 5z + 10z = 28z.

Nyni zjistime obsah ¢étyfuhelniku ABEF. Pravouhlé trojuhelniky EFC a FDA maji obsahy w = 622

a W = 2422. Obsah obdélniku ABCD je (9x) - (8¢) = 72x2, takZe obsah &tyithelniku ABEF je
722% — 622 — 2422 = 422%. Vime, Ze ¢iselné hodnoty obvodu a obsahu &tyftuhelniku ABEF jsou stejné, coz
zZnamena:

28z 422?
cm  cm?
28 2
T = —CIn = -CcIm
42 3

Zbyvé vypocitat obvod obdélnika ABC D, ktery je 9z + 8x + 9z + 8x = 34w = 34 - %cm = %Scm.

Piiklad 31 ... Pracujici ¢erv

Homogenn{ ¢erv s hmotnosti 3 g a délkou 30 cm chce na zahradé prelézt krychli o hrané 10 cm. Cerv poleze
tak, jako na obrazku. Jaka je prace, kterou musi vykonat v mJ?

Pozndmka: Treni mezi cervem a krychli miZete zanedbat

14
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Vysledek: 2

Resent: Prace, kterou ¢erv vykona, bude rovna maximalni potencialn{ energii, kterou ¢erv ziska pii $plhani
na krychli (za pfedpokladu, Ze jeho potencialni energie je zpocatku nulova). Je tedy jasné, Ze maxima bude
dosazeno presné v okamziku, kdy se bude ¢erv nachazet v poloze, jako je znédzornéno na obrazku v zadani
tlohy (¢im vice jeho ¢asti je vys, tim vySsi je potencialni energie).

Nyni rozdélime Cerva na 3 ¢asti (bez obav, budou regenerovat) — dvé vertikalni a jedna horizontalni (jako
na obrazku v zadéani). Vsechny maji délku 10 cm, coZ je jedna tietina délky ¢erva. Ten je homogenni, takze
potencialni energie této ¢asti je Eo = moghe = 0,001kg - 10 N/kg - 0,1m = 0,001 J = 1 mJ. Vertikalni ¢asti
maji sva tézisté ve vysce hy = hs = 5cm, takZe jejich potencidlni energie je F1 = E3 = mogh1 = mgghs =
0,001 kg - 10 N/kg - 0,05m = 0,0005J = 0,5mJ.

Maximélni potencialni energie ¢erva tedy bude £ = E1 + Fs 4+ F3 =0,5mJ + 1mJ 4+ 0,5mJ = 2mJ, coz je
také prace, kterou ¢erv musi vykonat.

Priklad 32 ... Zapomenuté heslo

Tereza mé vSechny své nejcennéjsi véci v trezoru chranéném 5Hti pismennym heslem. BohuZel ale nepouziva
spravce hesel a tplné zapomnéla, jaké heslo ma. Vzpomnéla si ale, Ze prvn{ 2 pismena byla NA a Ze pouzivala
pouze pismena z 26ti pismenné anglické abecedy. Aby oteviela trezor, zkouSela vSechny mozné kombinace
zbyvajicich 3 pismen v abecednim poradi (AAA, AAB, AAC, ...). Pokud je jeji pivodni heslo NABOJ, kolik
bude potfebovat pokust na odemdeni?

Vysledek: 1050

Resent: Ulohu si mizeme rozdélit na mensf ¢asti. Nejprve zjistime, kolik pokusii potiebujeme, abychom ziskali
ABA. Vzhledem k tomu, Ze v anglické abecedé je 26 pismen, bude na zménu posledniho pismena potieba
26 pokusii. A co kdyZz chceme ziskat BAA? Za kazdych 26 iteraci posledniho pismene se hodnota druhého
pismene zvysi o 1. TakZe abychom se dostali z AAA do BAA, potiebujeme 26 - 26 = 676 pokusi. Nyni,
abychom se dostali z BAA k BOA, potfebujeme 26 - 14 = 364 pokusti, protoze O je 15-té pismeno abecedy
a musime vyzkouset vSech 14 pismen pfed nim. Konec¢né, J je 10-té pismeno, takZze potiebujeme dalsich 10
pokusii, abychom se dostali z BOA do BOJ. Dohromady tedy potiebujeme 676 + 364 + 10 = 1050 pokust.

Priklad 33 ... Patrik taha za lana

Patrik si vzal 3 péky, jejichz délky byly 12a, 4a, 5a. Propojil je horizontalnimi lany tak, jako na obrazku.
Zacal tahat za paku nejvic vpravo silou 300 N. Jak velkou silou v newtonech mus{ tahat za levou péku, aby
mechanismus zistal v klidu?

,f'm
n
) v
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Vygsledek: 125

Resend: Mechanismus zistavé v klidu pouze ve chvili, kdy moment setrvacnosti pusobici na kazdou z pak bude
nulovy. Musime se tedy podivat na momenty setrva¢nosti ptisobici na paky. Nejprve si popiSeme chovani lana.
V kazdém lané bude urcité napéti, takze lano bude piisobit na obé& paky silou o stejné velikosti, jako je velikost
tohoto napéti. Takze naptiklad lano spojujici stfedni a pravou paku bude ptsobit na stiedni paku (vpravo)
stejnou silou jako na pravou paku (doleva). Navic si vSimnéme, Ze tyto sily pusobi také ve stejné vysce,
takZe plisobi ve stejné vzdalenosti od os otac¢eni pak. Proto také kazdé lano ptisobi na obé paky momentem
setrvacnosti o stejné velikosti.

To vlastné znamené, Ze prostfedni pdku muZeme ignorovat. Sila ptisobici na pravou paku skuteéné zptisobuje
uréity moment setrvac¢nosti o velikosti M na pravé pace. To musi byt kompenzovano momentem setrva¢nosti
lana pfipevnéného k pravé péace. Vzhledem k tomu, Ze lana prenéseji moment setrvacnosti, musi byt ten,
kterym pravé lano ptlisobi na stfedni paku, opét M. Podobné to bude i na levé pace, kde bude mit opét
velikost M.

Aby mechanismus zustal v klidu, musi mit dvé relevantni sily moment setrvacnosti o stejné velikosti. To nés
vede k rovnici:

F - (12a) = 300N - (5a)
5

F=_—
12

-300N = 125N

Patrik tedy musi ptsobit silou o velikosti 125 N.

Priiklad 34 ... Velky trojahelnik

Marek nakreslil na tabuli trojihelnik s délkou stran 20 cm, 21 cm a 22 cm. Potom nakreslil vygku na stranu
s délkou 20 cm. Vygka rozdélila tuto stranu na dvé ¢asti. Jaky je kladny rozdil téchto ¢asti v centimetrech?

Vysledek: 2,15

Resend: Uréime délky stran a vrcholy tak, jak je ukdzédno na obrazku:

A
& =
~ >
[
B X P y C
20cm

Vime, Ze trojtuhelniky ABP a ACP jsou pravouhlé. Diky Pythagorové vété ziskdme:

h? 4 2% = (21 cm)?
h? 4 y?* = (22 cm)?

Pokud vyjadiime h? z obou rovnic, mtiZzeme je nasledné dat do jedné rovnosti:

(21cm)? — 2% = (22cm)? — o/
y? — % = (22cm)? — (21 cm)?
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Nyni na obé strany rovnice aplikujeme rovnost a? — b? = (a — b)(a + b):
(y — z)(y + x) = (1cm)(43 cm) = 43 cm?
Nicméné vime, Ze y + x = 20 cm. Proto rozdil délek y — x, ktery potfebujeme najit, bude:

43cm?  43cm? 43 515
—x = = = —cm=2,15cm
Y T+y 20 cm 20

Priklad 35 ... Na horské draze

Matgj si ¢etl knizku, kde se dozvédél nasledujici informaci: Pokud se auto s hmotnosti m pohybuje rych-
losti v v zatacce, kterd je ¢asti kruhu o poloméru 7, pak musi existovat dostfediva sila Fy = ™, kterd ptisobi
na auto.

Pozdéji sel Matéj do zabavniho parku, kde ho zaujala horska draha. Na specifickém tiseku nechali volné rozjet
vozik z vysky h, ktery pak projel smyckou o poloméru 30 m, jak je zndzornéno na obrazku. Jaka je minimalni
vyska h v metrech, ktera je tfeba k tomu, aby vozik projel smyckou a nespadl?

Vijsledek: 75

Resenid: Necht je m hmotnost voziku, » = 30 m polomér smycky a v rychlost v nejvyssim bods smycky.

Z prvni ¢asti tlohy vime, Ze v nejvyssim bodé musi byt urcita dostiediva sila Fy = . Jsou dvé sily, které
mohou na vozik ptsobit v tomto sméru — gravitacni sila F, = mg a urcité sila od smycky. My ovSem chceme
dostfedivou silu co nejmensi (Clm vétsi je dostrediva sfla, tim vySsi rychlost musi vozik mfit, tedy tim vétsi
potencialni energii by musel mit na za¢atku). ProtoZe se nemuzeme zbavit tihové sily, musi byt dostfediva
sila alesponi Iy = F|;. Z toho dostavame:

m’U2
r
U2
- = g
r
v? = rg

Nyni se podivejme na energie. Na zac¢atku mél vozik pouze potencialni energii F1 = mgh. Nahote ve smycce
mé poté vozik potencidlni i kinetickou energii. Je ve vySce 2r nad zemf s rychlosti v, takze jeho celkova
energie je Fy = mg(2r) + %mv? Energie se musi zachovat, takze plati £y = Es. Zkombinujeme-li tento vzorec
s rovnici v2, dostaneme

1
mgh = mg(2r) + §mv2
1
gh = 2gr + irg
5
h=—
2

Tim padem by vozik mél sestupovat z vysky h = %r = % -30m = 75m.

17



N&aboj Junior XI. ro¢nik 24. 11. 2023

Priklad 36 ... Turnaj v piskvorkach

Piskvorkového turnaje se ztacastnilo 24 hract. Kazdy hra¢ miize hrat s nékterym dalsim hracem, ale vzdy
probihéa pouze pravé jeden zépas. V ur¢ity moment turnaje si Marek vSiml, Ze neexistuje skupina hraci, kde
kazdy hra¢ hral alespon 2 zapasy s ostatnimi hraci ze skupiny. Jaky je maximéalni pocet zépasi, ktery se
do té doby odehral?

Vysledek: 23

Resent: ReSent tlohy se prirozené déli na dvé ¢asti. V prvni chceme ukazat, Ze mohlo byt odehrano 23 zapast.
Ve druhém kroku ukazeme, Ze pokud bylo odehrano 24 zapasti, bude existovat skupina neodpovidajici zadani.
To bude znamenat, Ze 23 je hledanym feSenim.

Prvni ¢ast: Ocislujme hrace 1, 2, ..., 24. Necht jsou zapasy hrany mezi 1 a 2,2 a 3, ..., 23 a 24. Vyberme si
libovolnou skupinu hraci. V kazdé takové skupiné je hrac¢ s nejnizsim c¢islem, oznacme ho jako P. V takové
skupiné mohl hra¢ P hrat pouze s hra¢em P + 1, protoze hra¢ P — 1 nemuZe byt ve skupiné (potom by byl
on hra¢em s nejnizsim ¢islem). Hrac s ¢islem P tedy nehrél s alesponi 2 hraci z jeho skupiny. Tohle plati pro
libovolnou skupinu, takze neexistuje skupina hract, ktera by vyvracela podminku ze zadani. 23 zapasi tedy
mohlo byt odehréno.

Druha ¢ast: Musime dokézat, ze pokud bylo odehrdno 24 zapasi, existuje vzdy skupina s vlastnosti ze zadéni.
Pokud né&jaka dvojice hrac¢u spolu hrala alespon dva zépasy, tvorili by takovou skupinu, takze budeme
predpokladat, ze takovy par neexistuje.

Nyni predpokladejme, Ze kazdy hrac¢ hral alespon 2 zapasy. Vybereme hrac¢e nasledujicim zptisobem: Za¢néme
libovolnym hra¢em a nazvéme ho Fy. Ten hral s nékterym jinym hracem, feknéme s P;. Hra¢ P; hrél s alespon
dvéma hraci, takze musi existovat hra¢ P rozdilny od Fy, se kterym P; hral. Obdobné najdeme hrace Ps,
ligictho se od P; takového, ze P, hral s P; a P3. Timto zptsobem muzeme pokracovat ve vybéru hraca. V né-
kterém bodé se dostaneme ke hraci, kterého jsme jiz difve oznacili. V tuto chvili mame hrace Py, Pyy1, ..., Pp
s vlastnosti, ze P; hral s hraci P;_q a P11, a hrdd Py a P, hrali spolu. Jinymi slovy je mtizeme uspotfadat do
kruhu, kde kazdy hral se svymi sousedy. To dokazuje, Ze tato skupina ma pozadovanou vlastnost. Pokud tedy
kazdy hrac hral alespon 2 zapasy, pak mame dokazéno.

Zbyva nadm pouze zkontrolovat co se stane, pokud néktery hra¢ hral méné nez 2 zapasy. V tom pripadé
na takového hrace zapomeneme. Tim nam zbyde méné hract, ale celkovy pocet her zustane vzdy alespon
dvojnasobny oproti po¢tu zbyvajicich hrac¢ti. Po odstranéni jednoho hra¢e mame tedy nésledujici moznosti:
bud vsichni zbyvajici hraci hrali alesponn 2 zapasy, nebo je zde znovu ndkdo, kdo hral méné nez 2 zapasy.
V prvnim pfipadé nam predchozi argument ukazuje, Ze existuje skupina spliujici podminku ze zadani.
V opacném piipadé mame dalsiho hrace, kterého mizeme vynechat a takhle mtizeme pokracovat. Nakonec se
dostaneme ke 3 zbyvajicim hrac¢im, ktefi hrali alespon 3 z&dpasy mezi sebou. Tohle je ale pouze mozné, pokud
hrali proti sobé a tim nam dévaji skupinu, kterou hledame.

To dokazuje, ze pokud bylo odehréano 24 zépast, pak by takovéi skupina existovala.

Pokud zkombinujeme v8echny ¢asti, ziskame, Ze zapasti mohlo byt odehrano nejvyse 23.

Priklad 37 ... Uspéchané nasobeni

Lucku by zajimalo, jaky je soucin kladnych po sobé jdoucich lichych ¢isel od jedné do tficeti jedna, tedy jaké
jecislol1-3-5-7-9-11-13-15-17-19-21-23-25-27-29 - 31. Vytahla tedy kalkulacku a zacala ve spéchu
nasobit ¢isla. Pak si ale uvédomila, Zze mohla na nékteré z nich pii zadavani zapomenout. Vsimla si, Ze ¢islo
na misté stovek na kalkulacce je 4. Jaké ¢islo Lucka vynechala?

Vysledek: 25

Reseni: Nejdifve si musime uvédomit, jakd pravidla ma délitelnost ¢fslem 125. Kritérium pro tuto dé-
litelnost je, Ze &islo sloZené z poslednich 3 &islic musi byt délitelné 125 (to je podobné pravidlim déli-
telnosti ¢isly 2, 4, 8, 16 ..., ale pro ¢isla 5, 25, 125 ...). Pro¢ tomu tak je? NapiSme si jakékoliv ¢islo
jako 1000A + B, kde B < 1000. B je tedy ¢islo formované poslednimi 3 ¢islicemi. Vsimnéme si, ze 1000 je
délitelné 125, protoze 1000 = 8 - 125. Pokud tedy chceme, aby ¢islo 10004 + B bylo délitelné 125, musi byt
B délitelné 125 a to potvrzuje naSe kritérium.
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Nyni se podivame, jaké to ma pro nas disledky. Jedin& nejvyse trojciferna ¢isla délitelna 125 jsou 0, 125, 250,
375, 500, 625, 750 a 875. Z4dné z nich nezadina ¢islict 4. Tim padem nésobky 125 nemohou mit ¢islici 4 na misté
stovek.

Nyni se vratme k naSemu pivodnimu problému. Vime, Ze ¢islo na misté stovek je 4, takZze Lucéino &islo
nemize byt nasobek 125. Pokud by nevynechala jediné ¢&islo, jeji vysledek by byl délitelny 5 - 15 - 25.
Vysledny soudin tedy nemiize obsahovat prvocinitele 5 ¢tyfikrat. Musime tedy odstranit 5 minimalné dvakrat,
coz se ndm podafi pouze vynechanim ¢&isla 25. To znamené, Zze Lucka zapomnéla pravé ¢islo 25.

Priklad 38 ... Necitelné napéti

Martin mé sviij oblibeny elektricky obvod, ktery je znédzornén na obrazku. Vybral si na ném body A, B, C' a D,
zméFil napéti mezi kazdou dvojici téchto bodu a zapsal si vysledné hodnoty na papir. Po néjakém ¢ase ten papir
nasel, ale jedna hodnota byla necitelné. Ostatnich p&t hodnot bylo v néjakém poradi 7V, 8V, 10V, 15V a 18 V.
Martin zacal premyslet nad hodnotami na papiie a doSel k tomu, Ze jsou dvé mozné hodnoty pro Sestou
hodnotu napéti. Jaky je soucet téchto dvou hodnot ve voltech?

Pozndmka: Odpor rezistori nemusi byt vidy stejny.

Vysledek: 28

Reseni: Napéti mezi dvéma body popisuje velikost rozdilu potencialtt v téchto dvou bodech. Potenciél
vyjadiuje pouze (elektrickou) potencialni energii ¢astice s ndbojem 1 C. V kazdém z bodi A, B, C' a D by tato
¢astice méla urcitou potencidlni energii. Takové ¢islo mtuzeme priradit kazdému z bodu. Napéti potom pouze
popisuje rozdily mezi témito ¢isly.

Muzeme tedy reformulovat tlohu na pfifazeni ¢tyt ¢isel k A, B, C' a D (tato pismena nyni nemaji nic
spole¢ného s pismeny v ptivodnim zadani), tak, aby jejich rozdily byly 7, 8, 10, 15, 18 a posledni neznamy.
Vsimnéme si jedné zajimavé vlastnosti. Vezmeme 3 z nasich &isel, feknéme X, Y a Z, a usporadejme je tak,
7e X >Y > Z. Potom rozdil X — Z je soucet rozdila X —Y aY — Z (zfejmé (X =Y )+ (Y - 2) =X — Z).
Pokud tedy vezmeme libovolna 3 ¢isla, pak rozdil mezi nimi bude mit tu vlastnost, Ze jedno bude sou¢tem
zbylych dvou.

Nyni se vratme zpét k naSemu problému. Reknéme, Ze nas neznamy rozdil je rozdil mezi C' a D. Vezméme
¢isla A, B a C. V8echny rozdily mezi nimi jsou mezi zndmymi. ProtoZe jeden z nich musi byt soucet zbylych
dvou, mame pouze dvé moznosti: 7+ 8 = 15 nebo 8 4+ 10 = 18. Obdobna vlastnost musi platit i pro trojici
A, B a D, takZe jedna z trojic bude mit rozdily 7, 8 a 15 a druh& bude mit rozdily 8, 10 a 18. Reknéme,
Ze trojice A, B a C ma (v ur¢itém poradi) rozdily 7, 8 a 15. Trojice A, B, C' a A, B, D se shoduji pouze v
rozdilu mezi A a B, takZe tento rozdil musi byt 8 (je to jediny rozdil, ve kterém se trojice 7, 8, 15 a 8, 10, 18
shoduji).

Cisla A a B mizeme vzajemné zaménit, takze si mizeme vybrat rozdil mezi A a C takovy, aby byl 15, a rozdil
mezi B a C 7. Ve trojici A, B a C vime, Ze obé &isla A a C jsou bud nejvétsi nebo nejmensi. Vybereme je
tak, ze A je to nejvétsi. Nyni mame dvé moznosti, jaky muze byt rozdil mezi D a Cisly A a B.

Piipad 1: Rozdil mezi A a D je 18. Dostavame, Ze ve trojici A, B a D je jedno z ¢isel A a D nejvétsi a druhé
nejmensi. Ve trojici A, B a C jsme si ale vybrali, Ze A je nejvétsi, takze je vétsi, nez B. Tim padem vime, Ze
ve trojici A, B, D, je A nejvétsi. Z toho plyne, ze A je o 15 vétsi nez C a o 18 vétsi nez D. TakZe rozdil mezi
C aD je (A—15)— (A —18) = 3. Tohle je nase prvni FeSeni.

Piipad 2: Rozdil mezi A a D je 10. To znamené, Ze ve trojici A, B a D je jedno z ¢isel B a D nejvétsi a druhé
nejmensi. Obdobné jako v predchozi ¢asti vime, Ze A je vétsi nez B, takZze B musi byt nejmensi. Takze C je
0 7 mensi nez B a D je o 18 vétsi nez B. To znamen4, Ze rozdil mezi C a D je (B + 18) — (B — 7) = 25, coZ
je naSe druhé reseni.
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Zjistili jsme, Ze nase neznamé hodnoty mohou byt 3 nebo 25. V nasem piivodnim problému to vyjadiuje fakt,
Ze hodnoty napéti mohou byt pouze 3V nebo 25V. Soucet obou moznych napéti je tedy 3V 425V = 28V.

Piiklad 39 ... Sestitihelnikové h¥isté

Ve mésté je hiisté ve tvaru konvexniho Sestitthelniku, jehoZ vnitini thly jsou 120°. Délky stran hfisté jsou
10m, 12m, 4m, 8m, 14m, 2m. Vime, 7e plocha tohoto hfi§té miize byt napsana jako av/3m?. Spoéitejte
hodnotu a.

Vijsledek: 91

Resent: Nejprve se podivame na obsah rovnostranného trojihelniku s délkou strany . S pomoci Pythagorovy

3

véty snadno zjistime, Ze vysSka tohoto trojihelniku je 73:): Plocha rovnostranného trojuhelniku je tedy
x@x - ﬁxQ

2 T Tzt
Nyni se vratme k puavodnimu pfikladu. Pojmenujme vrcholy Sestithelniku A, B, C', D, E, F tak, ze
AB=10m, BC =12m, CD =4m, DE =8m, EF = 14m, FA = 2m. VepiSeme tsecky AB, CD a EF

do trojuhelniku K LM jako na obrazku:

Protoze vnitini thly v Sestithelniku ABCDEF byly 120°, ziskdme, Ze trojuhelniky K AF, LBC a M DF jsou
rovnostranné. To ndm ovSem dava, Ze i trojihelnik K LM je rovnostranny s délkou strany 24 m.

Obsah 8estinhelniku ABCDEF ziskdme jako rozdil obsahu rovnostranného trojihelniku K LM a souétu
obsahii rovnostrannych trojihelniki K AB, LBC a M DE. Obsah Sestitthelniku ABCDEF je tedy:

\23(24m)2 — (‘f(zm)2 + \f(um)? + \f(sm)2> = (122 - 12 - 6% — 4%)V3m? = 91V3m?

To znamené, Ze hodnota a je 91.

Priklad 40 ... Pokusny kiecek

Majo mé doma hydraulicky systém se 3 pisty jako na obrazku. Vi, Ze plocha prvniho pistu je stejna jako
soucet ploch zbyvajicich dvou. Majo ma také kiecka, se kterym udélal nékolik nasledujicich experimentu:
Kdyz postavi kiecka na prvni pist, posune se dold o 15 mm.

Kdy7Z postavi kiecka na druhy pist, posune se doltt o 30 mm.

O kolik centimetrt se posune tieti pist, pokud na néj Majo postavi kiecka?
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Vygsledek: 75 mm

Reseni: Oznacme si plochu prvniho pistu Sy, druhého pistu Sy a tfetiho S3. Ze zadani vime, ze S; = S9 + S3.
Dale necht m je hmotnost kiecka a Ahy = 15mm vyska, o kterou se prvni pist pohne dolt, pokud na ném
stoji kie¢ek. Ve stejnou chvili se druhy pist zvedne o Ahs a tieti pist o Ahs. Po poloZeni kiecka na prvni pist
se musi stat dvé véci. Prvni z nich je, Ze voda z prvniho pistu se presune do dalsich dvou. To nam déava vztah
S1Ahy = SoAhg + S3Ahs. Zaroven musi byt tlak v8ech pista stejny. Pokud p byl ptivodni tlak v systému
a p je hustota vody, potom dostavame: p + %19 — Ah1pg = p+ Ahopg = p+ Ahzpg. MiZeme odedist p a délit
g, ¢imz dostaneme Sml — Ah1p = Ahop = Ahgp. Druh4 ¢ast této rovnice nam da, ze Ahs = Ahs. Po dosazeni
do prvni rovnice potom mame:

S1Ah1 = (82 + Sg)AhQ
o~ Ahyp = Ahgp

S1
Pripadné v jiném tvaru:
S1
Ahy = Ah
Sy + 53 ! 2
m
—— — Ahy = Ahy
Sip
Porovnanim téchto dvou rovnic dostaneme:
S
Al LAl

© Sy + 53
mo S+ S9 + S3
Sip S2+Ss
Nyni predefinujeme Aho aby znamenalo vysku, o kterou se druhy pist posune doli, kdyZ se na néj postavi
kiecek a obdobné Ahs pro tieti pist. Stejné jako vySe zjistime, Ze:
m__ S1+52+ 53
Sip S+ 53
m S1+ 59+ 53
Sop S1+S;
m S+ 5+ 53
Ssp Si+ 5

Pokud vydélime prvni dvé rovnice a vyuZzijeme, ze S; = So + S3, dostaneme:
SQ - 251 — SQ Ahl

Sip
Ahy

Ahy
Ahs

Ahs

S S Ahy
B Ahy 15mm  25; — S
S = (280 = 5) g = @O = S = T
2
SQ - 551

Ze vztahu S7 = Sy + S3 dostavame, ze S3 = 51 — S = 51 — %Sl = %Sl. Podilem prvni a tfeti rovnice
z predchozi soustavy rovnic dostaneme:
S3 B S1+ Sy Ahy
S1 S2+Ss Ahg
%Sl _ S+ %51 Ahq
S1 - %Sl + %Sl . Ahs
1 5 Am
3 3 Ahg
Ahg =5Ahy =5-15mm = 75 mm
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Pokud tedy postavime kiecka na posledni pist, pohne se dolt o 75 mm.

Priklad 41 ... Zvlastni oblibené ¢islo

Matyas mé oblibené ¢islo. To je nejmensi prirozené ¢islo vyssi nez 1, které mé nésledujici vlastnost: Pokud by
Matyés vynasobil soucet jeho cifer sebou samym, dostane soucin cifer svého oblibeného ¢isla. Jaké je jeho
oblibené ¢islo?

Vyjsledek: 999

Reseni: Matyasovo oblibené &islo nemtze byt jednociferné. Pokud bychom méli &islici a, tak nase podminka
by fikala, Ze a? = a, coZ je pravda pouze pro a = 0 a a = 1, coZ je v rozporu se zadanim.
Matyasovo ¢islo rovnéz nemiize byt dvojciferné. Pokud by jeho ¢&islo bylo ve tvaru 10a + b, méli bychom
(a + b)? = ab nebo a® + ab + b> = 0. Protoze jsou ale a a b nezaporna a a je kladné, vzdy budeme mit
a? + ab + b% > 0, takze a® + ab + b?> = 0 nikdy nebude platit.
Dale ukazeme, ze 999 je jediné tiimistné ¢éislo s danou vlastnosti. Je snadné ovérit, ze ¢islo 999 takovou
vlastnost skutecné ma (9 +9+9)2=272=3=93=9.9.9).
Necht 100a + 10b + ¢ je nage &islo s danymi vlastnostmi, coz znamena, Ze (a + b+ ¢)? = abe plati. Cisla
a, b a c jsou ¢islice, takze musi platit 0 < a,b,c < 9. Je zfejmé, Zze pokud je jakékoliv z ¢islic 0, pak rovnost
(a4 b+ ¢)? = abc vyzaduje, aby byly 0 i viechny ostatni cifry. Tim padem miZeme uvazovat 1 < a,b, c.
Dale vime, 7e rovnost (a + b+ ¢)? = abc je symetrickd v hodnotach a, b, ¢, takZe mizeme predpokladat, Ze
a < b < ¢ (Tahle podminka ndm zaru¢i nejmensi mozné ¢islo z jakékoliv validni trojice). Pfedpokladame tedy,
ze:

I1<a<b<c<9

Podivame se pozorngji na (a + b+ ¢)? = abe, coz miZzeme zapsat jako a® + b? + c? + 2ab + 2ac + 2bc = abe.
Uzitim ¢ < 9 vime, Ze abc < 9ab. Pouzitim a < b < ¢ zase vime, Ze:

2> ab
ac > ab
bec > ab

Tim padem (a — b)? > 0, takze a? + b* > 2ab. Kombinaci téchto dvou nerovnosti ziskame:
9ab < a® + b? + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc = abe < 9ab
Protoze je leva a prava strana nerovnosti stejnd, musime mit na misté vSech nerovnosti rovnosti.
e V nerovnosti abc < 9ab nastava rovnost tehdy a pravé tehdy, pokud ¢ = 9.
e V nerovnosti ac > ab nastava rovnost tehdy a pravé tehdy, pokud b = c.
e V nerovnosti bc > ab nastava rovnost tehdy a pravé tehdy, pokud a = c.

Kombinaci téchto tfi pozorovani dostavame, Ze jediny mozny piipad je a = b = ¢ = 9. Jak jsme jiz diive
zkontrolovali, tohle je nage FeSeni. Cislo 999 je tedy jedinym trojcifernym ¢islem (a tedy i nejmensim &islem
vEétsim nez 1), které spliiuje zadané podminky, coz z néj déla Matyasovo oblibené éislo.

Priklad 42 ... Stabilni robot 2

Védci chtéji zkoumat dalsi hlubokou diru, kterou vykopali, a jejiz prifez je ¢tverec. Spustili do diry robota,
ktery vazil 15 kg. Aby byl robot stabilni, zacal jako vzdy tlacit rameny do kazdé ze stén diry. Kazda paze
tladila silou F'. Tentokrat ale védci rychle zjistili, Ze koeficienty t¥eni mezi sténou a rameny jsou rizné, a to
0,1, 0,2, 0,3 a 0,4. Nakreslili si tedy nacrt situace pii pohledu shora, jako na obrazku. Jaka je minimalni sila
F v newtonech, kterou robot musi tlacit, aby zustal stabilni?
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Vysledek: 250

€0=5

v'o="
f,=0,2

f,=0,1

Reseni: Budeme postupovat podobné jako v prikladu 25. Tentokrat se ale budeme muset zamyslet, jaky vliv
maji rizné koeficienty tfeni. Zaméfme se nyni jen na smér, kde mame koeficienty tfeni f; = 0,1 a f3 = 0,3.
Vime, Ze v rovnici Fy = fF je tato sila nejvetsi tfeci sila, tedy Fy < fF. Timto zptisobem dostaneme dvé
tieci sily Fy, < fiF a Fy, < f3F. Pokud by tyto sily byly riizné, zptisobilo by to krut (kolem osy spojujici
druha dvé ramena) robota. To by ho destabilizovalo. Tim padem musime mit Fy, = Fy,. Zkombinujeme-li
tyto nerovnosti s tim, ze f1 < f3, dostaneme, ze Fy, = Fy, = fiF'. Obdobné pro f2 = 0,2 a f4 = 0,4 mame
Fy, = Fy, = foF. Ke kompenzaci tihové sily Fy; = mg potiebujeme:

Robot tedy musi tlacit silou:

Fg=Fy + Fy, + Iy, + Fy,
mg = fiF + foF + f1F + foF

mg = 2(f1 + f2)F
mg

2(f1+ f2)

mg ~ 15kg-10N/kg

= = 250N

=i i)~ 2 (01102
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Szkota Podstawowa nr 5 im. Leonida Teligi ¢ Hlohovec: Gymnéazium Ivana Kupca ¢ Hradec Kralové: Univerzita
Hradec Kralové, Prirodovédecka fakulta e Katowice: VIII Liceum Ogoélnoksztatcace im. Marii Sktodowskiej-Curie
Koscierzyna: Szkota Podstawowa nr 1 im. Tadeusza Kosciuszki e KosSice: Gymnéazium Alejova e Krakéw: Wydzial
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagielloriskiego ¢ Kutna Hora: Gymnézium Jifiho Ortena e L.ebcz: Szkota
Podstawowa im. Polskich Noblistéw e Levice: Gymnéazium Andreja Vrabla e Liberec: Doctrina — Podjestédské
gymnéazium e Liptovsky Mikulas: Gymnéazium Michala Miloslava Hodzu e £.6dz: I Liceum Ogolnoksztalcace im.
Mikotaja Kopernika e Lublin: IT Liceum Ogoélnoksztatcace im. Hetmana Jana Zamoyskiego e Lucenec: Gymnazium
Bozeny Slanéikovej Timravy ¢ Namestovo: Gymnazium Antona Bernoldka e Nitra: Gymnazium Péarovska ¢ Olomouc:
Gymnézium Olomouc - Hejéin e Ostrava: Gymnéazium Olgy Havlové ¢ Pardubice: Gymnazium Dagicka e Parti-
zanske: Gymnazium Partizanske e Piestany: Gymnazium Pierra de Coubertina e Plzefi: Gymnéazium Mikulagské
namésti ¢ Poprad: Gymnazium Kukuéinova e Praha: Gymnazium Vodéradska e Praha: Gymnéazum Christiana
Dopplera e Presov: Gymnézium Jana Adama Raymana e Prievidza: Gymnézium V. B. NedoZerského e Przasnysz:
Liceum Ogolnoksztalcace im. KEN e Ptichov: Gymnézium Ptchov e Sokolov: Gymnazium a KVC Sokolov e Suc¢any:
Bilingvéalne gymnézium Milana HodZzu e Szczecin: XIII Liceum Ogoélnoksztalcace o Sahy: Gymnéazium Mladeznicka
e Surany: Gymnazium Bernolakova e Torun: IV Liceum Ogolnoksztatcace im. Tadeusza Kosciuszki e Trendin:
Gymnéazium Ludovita Stara e Trnava: Gymnézium Jana Hollého e T¥ebié: Katolické gymnazium e Usti nad Labem:
Univerzita Jana Evangelisty Purkyné, Multifunkéni centrum e Warszawa: V Liceum Ogolnoksztalcace im. Ksiecia
Jozefa Poniatowskiego « Wroclaw: Centrum Ksztatcenia Ustawicznego Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu e
Zlin: Gymnézium Zlin — Lesni ¢tvrt



